CROCHET DE LIE ET PROJECTEURS EN DIMENSION FINIE

Enoncé

Crochet de Lie et projecteurs en dimension finie

Dans tout le probleme :

— n est un entier naturel non nul.

— E est un espace vectoriel sur K (R ou C) de dimension finie n.

— L(F) désigne 'ensemble des endomorphismes de E.

Pour tous éléments f, g de L(F), on note [ f,g] = fog—go f.

— Pg désigne I'ensemble des projecteurs (projections vectorielles) de E.

Premiere partie

1.
2.
3.

6.

. 1
. Dans cette question, on suppose que £ = K*. On pose A = 3

Rappeler pourquoi il est possible de définir la trace d’'un endomorphisme de E. [S]
Rappeler pourquoi la trace d’un projecteur est égale a son rang. [S]
Soient p dans Pg, et f dans L(F) tels que [p, f| = ap, avec a # 0.
Montrer que p est 'application nulle. [S]

Sur I’ensemble Pg, on pose pRqg< pog=qop=p.

Montrer que R est une relation d’ordre sur Pg. [S] 2

-1
Soit p dans L(F), de matrice A dans la base canonique. 0

O = W
[en}
o O O O

(a) Montrer que p est un projecteur de E.

Préciser une base (¢') de I'image de p, et une base (¢”) du noyau de p.

On note alors (g) la base de E obtenue par juxtaposition de (g') et de (£”). [S]
(b) Caractériser par leur matrice dans () les f de L(E) tels que [p, f] = 0.

Interpréter le résultat obtenu en termes de stabilité. [S]

(c) Caractériser par leur matrice dans (¢) les projecteurs g de E' tels que pRq. [S]

Soit p un élément quelconque de Pg, et soit f un élément de L(FE).

Montrer que [p, f] = 0 si et seulement si Imp et Ker p sont stables par f. [S]

7. Soient p, ¢ deux projecteurs de E tels que [p,q] = 0.

(a) Montrer que po g et p+ q—poqsont dans Pg. [S]
(b) Montrer que, pour la relation R :
— Le projecteur p o q est le plus grand des minorants de p et q.

— Le projecteur p+ g — p o g est le plus petit des majorants de p et ¢. [S]
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CROCHET DE LIE ET PROJECTEURS EN DIMENSION FINIE

Enoncé

Deuxiéme partie
Dans cette partie, on se donne f, g dans L(FE) tels que [ f,g] = o f + B g, avec «, § dans K.
1. Dans cette question, on suppose o # 0 et 5= 0. Ainsi [ f,g] = a f, avec o # 0.
(a) Montrer que pour tout k de Non a : [f* g] = akf*. [S]
(b) On suppose que f™ # 0, avec m > 0.
Montrer alors que les applications Idg, f, f2, ..., f™ sont libres dans L(FE). [S]
(c¢) Déduire de ce qui précede que 'endomorphisme f est nilpotent. [S]
2. Dans cette question, on suppose que f, g sont deux éléments distincts de Pg.

On suppose également que o n’est ni égal a 0, ni égal a 1.

(a) Montrer que 2ago f+ 1+ a)g=a(l —a)f. [S]
(b) En déduire Im f C Img, puis go f = f. [S]
(¢) On suppose f # 0. Montrer que o« = —1, f=1et Im f =Img. [S]
, . . ) Img CImp
(d) Réciproquement, montrer que si p,q sont deux projecteurs tels que
qop=p

alors on a I'égalité [p,q] = g —p. [S]
(e) On reprend les notations de la question 1.4

Caractériser par leur matrice dans (¢) les ¢ de Pg tels que [p,q] =g — p. [S]
3. Dans cette question, on suppose que f, g sont distincts de Pg, avec f # 0.
On suppose également que « n’est ni égal a 0, ni égal a —1.

(a) Montrer que : Kerg C Ker f, fog=f, a+ =0, a=1, Ker f C Kerg. [S]

- i i Kerp C Kerg
(b) Réciproquement, montrer que si p, ¢ sont deux projecteurs tels que ,

O =
alors on a I'égalité [p,q] =p—q. [S] ped=r
(c) On reprend les notations de la question 1.4

Caractériser par leur matrice dans (¢) les ¢ de Pg tels que [p,q] =p—q. [S]
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CROCHET DE LIE ET PROJECTEURS EN DIMENSION FINIE

Corrigé

Corrigé du probleme

Premiere partie

1.

5.

Soit f dans L(F), et soit A la matrice de f dans une base (e¢) de E.

On pose tr (f) = tr (A). Cette définition ne dépend pas de la base (e) utilisée.

En effet soit (¢) une autre base de E, et P la matrice de passage de (e) a (¢).

La matrice B de f dans la base (¢) s’écrit B = P~'AP.

On sait d’autre part que pour toutes matrices M, N de M,,(K) on a tr (M N) = tr (NM).
On en déduit tr (B) = tr (P71(AP)) = tr (AP)P™1) =tr (A). [Q]

. Soit p un projecteur de E, de rang r. Par définition r = dim Im (p).

Sir =0, alors p =0 donc tr (p) =0 =rg(p).

Sir =n,alors p=1Id (car £ = Im (p) = Inv(p)) donc tr (p) = tr (I,) = n =rg(p).
Dans le cas général, on a £ = Im (p) @ Ker (p) et dimIm (p) =r € {1,...,n — 1}.
On se donne une base (¢') de Im (p) et une base (¢”) de Ker (p).

On forme une base (e) de E en juxtaposant (e') et (e”). Lo

Dans la base (e), la matrice de la projection p est A = J,.(n) = ( OT 0>

On en déduit ici tr (p) =tr (A) =r =rg(p). [Q]

On suppose donc po f — fop=ap, avec a # 0.

Les propriétés de la “trace” donnent tr (po f — fop) =tr(po f) —tr(fop) =0.
Ainsi 0 = tr (ap) = atr (p), ce qui implique tr (p) = 0.

Or tr (p) =rg (p). Il en découle rg (p) = 0 c’est-a-dire p = 0. [Q]

. Réflexivité : pour tout projecteur p, on a pop = p donc pR p.

Antisymétrie : si p,q dans Pg vérifient p R ¢ = ¢ R p, il est évident que p = q.
Transitivité : soient p, ¢, r trois projecteurs tels que pRq et g R .
peq=qop=p por=(pog)or=po(gor)=pog=p
Alors donc
gor=roq=gq rop=ro(gop)=(rog)op=qop=p
On a donc montré que R est une relation d’ordre sur Pg. [Q]

(a) On a immédiatement A? = A, donc p* = p : lapplication p est un projecteur.
A est visiblement de rang 2 (colonnes C; et Cy libres, C3 = —Cj et Cy = ﬁ)
Ainsi dim Im (p) = 2 puis dim Ker (p) = 2 (théoreme de la dimension.)

g1 =3ple;) =(2,0,—1,0
Une base (¢') de Im (p) est formée par 1= 3p(er) = ( )
g1 = 3p(e2) = (1,3,1,0)
ﬁ
On a p(e1) = —p(es) et p(es) = 0.

- + = 1a 17 07 0
Une base (¢”) de Ker (p) est donc formée de {83 ertes = ( )

Eq4 = €4 = (0,0,0, 1)
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