ESPACES PREHILBERTIENS (II)

Enoncés

Enoncés des exercices

| EXERCICE 1] [Indication ] [Correction |

Soit E un espace préhilbertien réel.
Montrer que pour tous z,y de E, 2+ ||z 4+ y[|> < 2(1 + [lz||*)(1 + |ly[).

| EXERCICE 2| [Indication] [Correction |

1
Calculer la valeur minimum de /,;, = / (tInt — at — b)? dt et dire pour quelles valeurs de a et
0

b ce minimum est atteint.

| EXERCICE 3] [Indication] [Correction |

Soit E un espace préhilbertien sur R.

On suppose qu’il existe n vecteurs unitaires ey, eq, ..., e, tels que, pour tout vecteur x de F,
n

on ait [|z]|* = Z < ep, T >
k=1

1. Montrer que les vecteurs e, sont orthogonaux deux a deux.

2. Montrer que ces vecteurs forment une base orthonormée de F.

| EXERCICE 4| [Indication ] [Correction |

1
On munit £ = R[X] du produit scalaire < P,Q >= / P()Q(t) dt.
0

Soit ¢ la forme linéaire sur E définie par ¢(P) = P(0).
Montrer qu’il n’existe pas de vecteur A de E tel que, pour tout P de E, o(P) =< A, P >.

| EXERCICE 5 | [Indication ] [Correction |

Soit F un espace préhilbertien sur R. Soit p un projecteur de E.
Montrer que les deux conditions suivantes sont équivalentes :

a) Le noyau de p et I'image de p sont deux sous-espaces orthogonaux.

b) Pour tout vecteur = de E, ||p(z)|| < ||z]|.

Que devient ce résultat si E est euclidien, c¢’est-a-dire si E est de dimension finie ?
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