SERIES DE FOURIER (II)

Enoncés

Enoncés des exercices

| EXERCICE 1| [Indication] [ Correction ]

Soit f: R — R, paire, 2r-périodique, définie sur [0, 7] par f(z) = z*(7 — z)>.
1. Montrer que f est de classe C? sur R, et qu’elle est de classe C3 par morceaux.

1 n+1
2. Développer f en série de Fourier. En déduire Z ol Z et Z =
n

n=1

| EXERCICE 2| [Indication] [ Correction ]

Soit t un réel non entier. Soit f, 2w-périodique, définie par : Va € [—m, 7|, f(x) = cos(tx).
1. Former le développement en série de Fourier de f.

™ 1 X2
2. Montrer que : Vt e R — Z = - _—
d " tan 7t t+2t2—n2 oo ,
= 1
3. Par dérivation terme a terme, en déduire : Vi € R — 7Z, g = — 7; )
(t—mn)?  sin®(mt)

n=—0oo

| EXERCICE 3| [Indication] [Correction |

Soit t un nombre réel. On suppose que t n’est pas un entier relatif.

itx

On définit une application f, 2r-périodique sur R, par : Vz €]0, 27|, f(z) = e

1. Calculer les coefficients de Fourier exponentiels de f. Yoo . )
2. En utilisant l'identité de Parseval, montrer que Vi € R — Z, Z = — ;T :
pi_oo —p)?  sin*(7t)

| EXERCICE 4| [Indication] [ Correction ]

1
Soit f € &,. Montrer que la série de terme général — ¢, (f) est absolument convergente.
n

| EXERCICE 5| [Indication ] [ Correction |

1

1 —2\cosx + A2
1. Montrer que la série de Fourier de f converge normalement vers f sur R. Ecrire I’égalité

qui en résulte, sans chercher a calculer les a,(f) (qu’on notera simplement a,,).
2. (a) Montrer que pour tout n de N*, on a : Aa,11 — (1 + A?)a, + Aa,_; = 0.

Soit A un réel non nul de | — 1, 1[. Pour tout réel x, on pose f(z) =

(b) En déduire I'existence de deux réels a et [3 tels que : ¥n € N, a,, = a\" + %
(¢) Montrer 8 = 0. Calculer ag et en déduire I'expression de a,,.
1— )\2 +o00
3. En déduire : Vx € R,V €] — 1, 1], =142 A" cosnx
) [ 1 —2X\cosz + A2 ;
4. Retrouver ce résultat en utilisant un développement en série entiere.
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SERIES DE FOURIER (II)

Indications, résultats

Indications ou résultats

]INDICATION POUR L’EXERCICE 1\ Retour a ’énoncé |

4
™
Justifier I'égalité f(x) = )+ Z a,(f) cos(nx). Montrer que ag(f) = IR
. L . : 48 3
Apres quatre intégrations par parties, on trouve as,y1 =0 et ag, = —— = ——.
(2n)4 n4
+oo 1 n+1 7 4 71.8
Choisir z, on trouve — = et Parseval donne —_ =
DR D S = o
| INDICATION POUR L’EXERCICE 2| [Retour & I'énoncé]
sinmt 2tsinmt e (—1)" cos na
— On obtient : Vz € R, + :
f@) = mt T ; t2 — n?
2t
— Choisir x = 7. Pour tout n > 1, définir 'application t — ¢, (t) = ot
-n
Vérifier qu’on peut appliquer le théoreme de dérivation des séries de fonctions.
| INDICATION POUR L'EXERCICE 3| [Retour & I'énoncé]
'™ sin t
On trouve : Vp € Z, ¢ = —.
| INDICATION POUR L’EXERCICE 4| [Retour & I'énoncé]
1 1,1
Justifier I'inégalité — |c,(f)| < 2( + |en(f )|2> et utiliser un résultat du cours.
n
| INDICATION POUR L'EXERCICE 5 | [Retour & I'énoncé]
+o0
1. Justifier que pour tout z de R : f(z) = % + > apcosnz.
n=1
9 cosnT
2. (a) Constater que Acos(n + 1)z — (1 4+ A°) cosnz + Acos(n — 1)z = — )
x
(b) Résultat du cours sur les récurrences linéaires d’ordre 2.
(c) Utiliser le fait (connue) que la suite (a,) est convergente vers 0.
T 2
Poser t = tan —, puis t = u. En déduire ag = ——.
2 P 1+ T
3. C’est une conséquence immédiate du développement en série de Fourier de f.
1— )2
4. Fixer z et décomposer g(\) = en éléments simples.
P 9\ 1 —2Xcosx + A\? P
1 X
Utiliser le DSE de = 2" pour |z| < 1.
T nZ:O pour |z|
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SERIES DE FOURIER (II)

Corrigés

Corrigés des exercices

’CORRIGE DE L'EXERCICE 1\ [Retour & 1'énoncé |

1. L’application f est m-périodique, de classe C* sur R — 7Z. Sur |0, 7[, on a :
f(x) =7m2* = 272 + 2, f'(x) = 27%x — 6m2® + 42°,  f'(2) = 27° — 1272 + 1227
On constate que lir+nf =lim f =0, lim f=limf =0et lim " =lim f" = 27°.
0 T 0 T 0 T
Or les applications f, f’, f” sont m-périodiques.
Donc f est de classe C* sur R et : Vk € Z, f(kn) =0, f/(kr) =0, f"(km) = 272
L’application f®) est définie sur R — 7Z et m-périodique.
Sur |0, 7], f®(x) = —127 + 24x. Ainsi lim B = —127 et lim f® = 127.
0 0-
L’application f est donc de classe C3 par morceaux sur R.

2. f est continue et de classe C! par morceaux. Le théoréme de convergence normale s’ap-
plique : la série de Fourier de f est CVN vers f sur R.

L’application f étant paire, sa série de Fourier est une série de “cosinus”.

~+00 ™
Donc f(z) = 1ao(f) + Zan(f) cos(nx), avec : Vn € N, a,(f) = %/ f(t) cosnt dt.
0

2
n=1
2 [T 2/m m or s
En particulier, a = — o2 = 2rtd 4+t dt = —(— - — + —) = —.

b (== [« yar=2(T-T4T) =1
Pour calculer a,, avec n > 1 on procede a quatre intégrations par parties successives.
Posons :

sin nx coS Nx sin nx COS Nx
g(w) = cosnz, g (2) = ——, ¢"(2) = ==, ¢'(2) = ===, g(2) = —

Pour tout entier n > 1 :

/0 ’ f(t)cosntdt = / ’ f(&)g®(t)dt
- b wl; / 7 — [ 1

- —Ws" /f” /(1) di = /f” d
=g ™l /f tz—/o e
oy /f<4

—127
= (1+(=1)" )+— Cosntdt
4
n n4 0
——
=0
Page 3 Jean-Michel Ferrard www.klubprepa.net ©EduKlub S.A.

Tous droits de 'auteur des ceuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des ceuvres autre que la consultation
individuelle et privée sont interdites.

Extrait gratuit de document, le document original comporte 8 pages.


file:www.klubprepa.net 

