APPLICATIONS LINEAIRES ET SOMMES DIRECTES

Enoncés

Enoncés des exercices

| EXERCICE 1] [Indication ] [Correction |

Soit E un (U'—espace vectoriel, et f un endomorphisme de E tel que f o f = —Id.
Soient V={x € E, f(x) =iz} et W ={x € E, f(z) = —iz}.

Montrer que V' et W sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E.

| EXERCICE 2| [Indication] [ Correction ]

Soit f un endomorphisme de F, et deux scalaires distincts « et 3.
Montrer que Ker (f? — (a+ ) f + a81d) = Ker (f — oId) & Ker (f — 51d).

| EXERCICE 3| [Indication] [Correction |

Soit f un endomorphisme de E. Montrer que £ = Ker f @& Im f < la restriction de f a Im f
est un automorphisme de Im f.

| EXERCICE 4| [Indication ] [Correction |

Soit E un @'—espace vectoriel, et soit f un endomorphisme de E tel que f3 = Id.
Montrer que E = Ey @ E; @ Ej2, avec la notation Ey = Ker (f — AId).

| EXERCICE 5| [Indication ] [Correction |

Soit f un endomorphisme de E, et P, () deux polyndomes premiers entre eux.
Montrer que Ker (PQ)(f) = Ker P(f) @ Ker Q(f).

| EXERCICE 6| [Indication ] [Correction |

Soient f et g deux endomorphismes de E tels que fogo f=fetgofog=yg.
1. Montrer que £ = Ker f & Img.
2. Montrer que f(Img) =1Im f.
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APPLICATIONS LINEAIRES ET SOMMES DIRECTES

Indications, résultats

Indications ou résultats

| INDICATION POUR L'EXERCICE 1| [Retour  I'énoncé]

Supposer que u € E s’écrit u =v+w, avecv € V et w € W.
1 1
Montrer que v = é(u —if(u)) et que w = §(u +if(u)).

Réciproquement, vérifier que ces deux vecteurs conviennent.

| INDICATION POUR L'EXERCICE 2| [Retour & I'énoncé|
Montrer que Ker (f — ald) et Ker (f — $Id) sont en somme directe.
Noter que g = f2 — (a+ 08)f + afld = (f —ald) o (f — fId) = (f — fId) o (f — aId).

En déduire Ker (f — ald) @ Ker (f — gId) C Kerg.
1

0 —«

v = (f - ald)(u)
w = (f - A1) (u)

Vérifier enfin que tout u de F peut s’écrire u =

(v — w), avec {

| INDICATION POUR L’EXERCICE 3| [Retour & I'énoncé]

— Si E=Ker f @& Im f, soit g la restriction de f a Im f.
é

Montrer que g est un endomorphisme surjectif de Im f. Si v € Ker g, noter que f(v) = 0.

— Réciproquement supposer que la restriction g de f a Im f est un automorphisme de Im f.
Siu e Ker fNIm f, utiliser I'injectivité de g pour montrer que u = 0.
Siu € E, utiliser la surjectivité de g pour montrer qu’il existe v dans Im f tel que f(u) = g(v).

En déduire que w = u — v est dans Ker f.

| INDICATION POUR L'EXERCICE 4 | [Retour & I'énoncé]

Si f? =1d, supposer que u € E s'écrit u = uy + u; + uj2 avec uy € Ey,u; € Ej,up € Ej.

1 1 . . 1 . .
Prowver uy = 3(u+ f(u) + f2(w), uj = H(ut 2 F(u) + (), up = St jf(w) + 72 F2(w).
Réciproquement, vérifier que les trois vecteurs uy, u;, u,2 conviennent.

| INDICATION POUR L’EXERCICE 5| [ Retour & 1'énoncé |
Si PAQ =1, Montrer qu’il existe A, B tels que Id = (AP)(f) + (BQ)(f).
Siu € Ker (PQ)(f), alors u = v+ w, avec v = (AP)(f)(u) et w = (BQ)(f)(u).

| INDICATION POUR L’EXERCICE 6 | [ Retour & I'énoncé]

1. Siz =y+z,avecy € Ker f et z € Im g, montrer que z = gof(z) et y = x—2z = x—go f(x).
Réciproquement vérifier que ces deux vecteurs y, z conviennent.

2. Se donner 2’ = f(z) dans Im f. Ecrire 2 = y + z, avec y € Ker f et z € Im g.
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