APPLICATIONS LINE’]AIRES7 NOYAUX, IMAGES

Enoncés

Enoncés des exercices

| EXERCICE 1| [Indication ] [Correction |

Soit f un endomorphisme de E, commutant avec tous les endomorphismes de F.
Montrer que f est de la forme AId, avec A € IK.

| EXERCICE 2| [Indication] [ Correction ]

Soient F, F, G trois espaces vectoriels, et g une application linéaire de F' dans G.
On définit ¢ de L(E, F) vers L(E,G) en posant p(f) =go f.

Montrer que ¢ est une application linéaire.

On suppose que g est injective. Que peut-on dire de ¢ ?

| EXERCICE 3] [Indication ] [Correction |

Soient E, F, G trois espaces vectoriels sur IK, f € L(E,G) et g € L(F,G).
Montrer que Im f C Img < Jh € L(E, F), tel que f = goh.

| EXERCICE 4| [Indication ] [Correction |

Soient E, F', G trois espaces vectoriels sur IK, f € L(E,G) et g € L(E, F).
Montrer que Kerg C Ker f < dh € L(F,G), tel que f =hog.

| EXERCICE 5 | [Indication ] [Correction |

Soient E, F', G trois espaces vectoriels. Soit f dans L(E, F') et g dans L(F,G).
On dit que f, g forment une suite exacte si Im f = Ker g.

On se donne les espaces vectoriels Ey et Fy, avec k € {1,...,5}.
On se donne les applications linéaires f; : By — Exi1, gk © Ex — Eiy1, hy + By — Fj.
On suppose que les suites fi, fre1 €t gk, grr1 sont exactes.
On suppose qu’on a les égalités hy,q o fr = gx © hy.
La situation est résumée dans le schéma ci-dessous :
fi f2 s fa
kE — E — k3 — FEy — Ej
I L hy | hs L hy 1 hs
F - K - F - F — F
g1 g2 93 94
1. Montrer que si ho, hy sont injectives et hy est surjective alors hsz est injective.
2. Montrer que si hg, hy sont surjectives et hs est injective, alors hg est surjective.

| EXERCICE 6| [Indication ] [Correction |

Soit f une application linéaire de F dans F'. Montrer que si u est injective alors pour tous
sous-espaces vectoriels F' et G en somme directe, f(F) et f(G) sont en somme directe.
Est-ce que la réciproque est vraie ?
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APPLICATIONS LINE’]AIRES7 NOYAUX, IMAGES

Indications, résultats

Indications ou résultats

| INDICATION POUR L'EXERCICE 1| [Retour & I'énoncé]
Se donner f dans L(FE) tel que fog=go f, pour tout g de L(E).
Considérer u # 0 dans E , et un supplémentaire H de IKu dans FE.

Utiliser la projection vectorielle p de E sur la droite IKu, parallelement a H.
En déduire qu'il existe A, dans IK tel que f(u) = A\u.

Pour tous u, v, montrer que A\, = \,, selon que u et v sont libres ou liés.

| INDICATION POUR L’'EXERCICE 2| [Retour & 'énoncé|

— Il est facile de vérifier que ¢ est une application linéaire de L(F, F') dans L(F, G).
— L’injectivité de g implique celle de .

| INDICATION POUR L'EXERCICE 3] [Retour & 'énoncé|

SiIm f C Im g, se donner u quelconque dans FE.
Si F'=Kerg @ F', montrer qu’il existe un unique w dans F” tel que g(w) = f(u).

Poser alors w = h(u), et vérifier que h est linéaire.

| INDICATION POUR L'EXERCICE 4 | [Retour & I'énoncé]

Si Ker g C Ker f, se donner v dans Im g.
Montrer que f(u) ne dépend pas du vecteur u tel que g(u) = v.
Poser h(v) = f(u), et vérifier que 'application h est linéaire de Im g dans G.

Compléter enfin la définition de h pour en faire une application linéaire de F' dans G.

| INDICATION POUR L’EXERCICE 5 | [ Retour & I'énoncé]

1. Se donner uz dans Fj tel que hz(uz) = 0. Montrer que f3(uz) = 0.
En déduire qu'il existe uy dans Fy tel que ug = fa(uz).
Montrer qu’il existe u; dans E; tel que us = fi(u1). En déduire uz = 0.

2. Se donner v3 dans F3. Montrer qu'il existe uy dans Fy tel que g3(vs) = hy(uy).
Prouver que fy(us) = 0, et qu'il existe u} dans Ej tel que f3(u}) = uy.

En déduire que vz — hz(u}) est dans Im go, puis dans Im (hg o f3).

| INDICATION POUR L'EXERCICE 6 | [ Retour & I'énoncé]

Pour la réciproque, écarter rapidement le cas particulier f = 0.
Se donner u # 0 tel que f(u) = 0 et v tel que f(v) # 0.

Noter que w = v 4+ u et v sont libres, et considérer les droites vectorielles IKv et IKw.
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