THEOREME DE ROLLE (I)

Enoncés

Enoncés des exercices

| EXERCICE 1] [Indication ] [Correction |

Soit f : [a,b] — IR une application de classe C™, n + 1 fois dérivable sur [a, b].

Montrer qu’il existe ¢ dans |a, b] tel qu’on ait 1'égalité de Taylor-Lagrange :

£0) = f(a)+ - ) (a) + E L priay oy LoD gy L2V

RS

| EXERCICE 2] [Indication ] [Correction |
Trouver f: IR — IR, dérivable, telle que f(1) =1, f/(0) > 0et : Vo € R, f'(z) f'(f(z)) = 1.

| EXERCICE 3] [Indication ] [Correction |
Soit f : [a,b] — IR, deux fois dérivable et telle que f(a) = f'(a) et f(b) = f'(b).
Montrer qu’il existe un élément ¢ de |a, b[ tel que f(c) = f"(¢).

| EXERCICE 4| [Indication ] [Correction |

Montrer que la dérivée d’ordre n de (22 —1)™ est un polyndéme de degré n dont toutes les racines
sont distinctes et comprises entre —1 et 1.

| EXERCICE 5 | [Indication ] [Correction |

Soit P un polynome a coefficients réels.

Montrer que si toutes les racines de P sont réelles, il en est de méme des racines de P’.

| EXERCICE 6| [Indication ] [Correction |

Soient f, g : [a,b] — IR deux applications continues, dérivables sur |a, b|.

1. Montrer qu’il existe ¢ dans ]a, b[ tel que (f(b) — f(a))g'(c) = (g(b) — g(a))f'(c).

/

2. On suppose f(a) = g(a) =0 et lim I ¢. Montrer que lim U =/.

r—a g r—a g

| EXERCICE 7| [Indication ] [Correction |

(Théoréme de Rolle généralisé)
Soit f : [a, +oo[— IR, continue, dérivable sur |a, +o0[, et telle que lirll f(z) = f(a).

Montrer qu’il existe un point ¢, avec ¢ > a, tel que f’(¢) = 0.
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THEOREME DE ROLLE (I)

Indications, résultats

Indications ou résultats

| INDICATION POUR L'EXERCICE 1| [Retour & I'énoncé]

Utiliser = — p(z) = ) (b;—!@kf V) + %

k=0

A, o A est tel que p(a) = ¢(b).

| INDICATION POUR L’EXERCICE 2| [Retour & I'énoncé]

Remarquer que g(x) = f(f(x)) = x. Montrer que f est strictement monotone.

Prouver qu’il n’existe aucun x tel que f(z) > z ou f(z) < x.

| INDICATION POUR L'EXERCICE 3| [Retour & I'énoncé]

Considérer g définie sur [a, b] par g(z) = e*(f(z) — f'(x)), et appliquer le théoreme de Rolle.

| INDICATION POUR L’EXERCICE 4| [Retour & 1'énoncé |
Poser Uy, (1) = (22 — 1)" et Qny = U,

Montrer que chaque @y, x, avec 0 < k <n —1s’annuleen z = —1l et en z = 1.

Prouver par récurrence que si k € {0,...,n}, @, s’annule en au moins k points de | — 1, 1.

| INDICATION POUR L’EXERCICE 5 | [Retour & I'énoncé]

Le polynome P est scindé dans IR.
Introduire les racines distinctes 1 < --- < x,,, de P, et leurs multiplicités ry, ..., rp,.
Utiliser le théoréme de Rolle entre les x; successifs.

Terminer en considérant que les x, peuvent étre racines de P’.

| INDICATION POUR L’EXERCICE 6| [ Retour & I'énoncé]

1. Considérer la fonction h : z +— (g(b) — g(a))(f(x) — f(a)) — (f(b) — f(a))(g(z) — g(a)).
2. Conséquence immédiate de la question précédente.

| INDICATION POUR L’EXERCICE 7 | [Retour & I'énoncé]

Si f est constante, c’est évident, sinon considérer b > a tel f(b) # f(a).
Se donner un réel strictement compris entre f(a) et f(b).
Utiliser le théoreme des valeurs intermédiaires sur [a, b] et sur [b, co].

Terminer avec le théoréme de Rolle.
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