ESPACES PREHILBERTIENS ET EUCLIDIENS

Partie I : Produit scalaire

I Produit scalaire
I.1 Définition et premieres propriétés

Définition

On dit que 'application f: E x E — IK est un produit scalaire si :

— (a) Y(z,2',y,y') € E* ¥(a, B) € IK?,
flax + B2’ y) = af(x,y) + Bf(2',y) (semi-linéarité a gauche)
fx,ay + By') = af(x,y) + Bf(x,y) (lincarité a droite).

— (b) VY(x,y) € E?, f(y,z) = f(x,y) (symétrie hermitienne).

— (¢c) Yz € E, f(z,x) € R* (on dit que f est positive).

— (d) Vz € E, f(x,x) =0< x =0 (on dit que f est définie).

Définition

Un IK-espace vectoriel E muni d’un produit scalaire est dit préhilbertien (réel ou complexe
suivant que IK = IR ou IK = Q).

Un espace hermitien est un espace préhilbertien complexe de dimension finie.

Un espace euclidien est un espace préhilbertien réel de dimension finie.

Remarques

— La propriété (a) s’énonce en disant que f est une forme sesquilinéaire (quand IK = ) ou
une forme bilinéaire (quand IK = IR).

— Quand IK = IR, on exprime (b) en disant que f est symétrique : f(y,x) = f(z,y).
Un produit scalaire sur un IR-espace vectoriel F est donc une forme bilinéaire symétrique
définie positive. De méme un produit scalaire sur un (-espace vectoriel F est une forme
sesquilinéaire hermitienne définie positive.

— Si IK = @, le caractére hermitien de f implique : Vx € E, f(z,z) € IR.
Mais dans ce cas la précision supplémentaire f(z,z) € IR reste utile.

— Si le caractere hermitien de f est établi, la linéarité a droite équivaut a la semi-linéarité a
gauche : le (a) de la définition peut alors étre simplifié.

— Plutot que de noter f(x,y), on note souvent < z,y >, ou x -y, ou (z | y), etc.
Avec la notation < -, - >, que nous utiliserons, la définition d’un produit scalaire devient :
Y(z, 2 y,y) € E* Y(a,B) € IK?
<ar+priy>=a<zy>+p<a,y>
<r,ay+pfy>=a<zxz,y>+0<xy >
<y, x>= <z,y> ; <z, x>>0 ; <z,2>=0&2x=0
Proposition (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soit < -,- > un produit scalaire sur £.
AlorsVo,y e B, |<zy>]P<<z,2><vy,y>.
Il y a égalité < x et y sont liés.
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