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COURBES ET SURFACES

Partie I : Nappes paramétrées. propriétés affines

I Nappes paramétrées. propriétés affines

& est un espace affine euclidien orienté de dimension 3.
Il est muni d’un repere orthonormé direct (0, 7", 7, ?)

On identifiera un point M de & avec le triplet (z,y, z) de ses coordonnées dans ce repere.

Définition (Nappes paramétrées)
On appelle nappe paramétrée tout couple (U, f), on U est un ouvert non vide de IR? et on
f est une application de U dans &£, de classe C*.

Remarques et définitions

— Si f est de classe C*, avec k > 1, on parle de nappe de classe C*.
Pour tout couple (u,v) de U, f(u,v) est appelé point de parametres u,v de la nappe pa-
ramétrée (U, f). On le note M (u,v).

— L’ensemble f(U) C & est appelé le support de la nappe paramétrée.

— Se donner la nappe paramétrée (U, f) c’est se donner trois applications numériques z(u, v),
y(u,v) et z(u,v), de classe C' sur U (coordonnées de M (u,v)).

— Un point M du support f(U) de la nappe est dit simple s’il existe un unique couple (u,v)
de U tel que M = M (u,v).
Sinon M est dit multiple (double, triple, etc, ...).

Définition (Point régulier d’une nappe paramétrée)

oF
Un point M (ug, vg) du support de la nappe (U, f) est dit régulier si les vecteurs a—(M) et

u
OF
—— (M) sont libres. Sinon il est dit stationnaire.

ov

On dit que la nappe (U, f) est réguliere si tous ses points sont réguliers.

Cas particulier

— La nappe est dite cartésienne si le paramétrage s’écrit (z,y) — M(x,y) = (z,y, p(z,y)).
On parle alors de la nappe d’équation z = ¢(z,y). Cette nappe est simple et réguliere.

En effet aa—]:(M) = (1,0, %(w,y)) et a—F(]\/[) = (0,1, 6’_g0x,y)) sont libres.

dy dy

Définition (Notions de surface)
Soit F' une application de classe C' d’un ouvert V de IR?® vers IR.

L’ensemble & = {M(z,y, z), F(z,y, z) = 0} s’appelle la surface d’équation F(x,y,z) = 0.

Définition (Point régulier d'une surface)
Un point M (zo, o, 20) de la surface F(z,y,z) = 0 est dit régulier si gradF' (M) # 0, c’est-

F F F
a-dire si : a—x(xoaymzo) # 0, ou a_y<x07y07'20) # 0, ou g(%;yoyzo) # 0.
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Partie I : Nappes paramétrées. propriétés affines

Définition (paramétrage local d’une surface)

On dit que la surface S admet un paramétrage local en My 8’1l existe un ouvert Uy contenant
M, contenu dans V| et une nappe paramétrée (U, f) de support S N Uj.

Remarque

— Si le point M est régulier alors la surface S admet en My un paramétrage local.

Par exemple si (20, Yo, 20) # 0, alors il existe un paramétrage local du type z = ¢(x,y).

9z
Définition (Plan tangent en un point régulier d’une nappe)

Le plan tangent en un point régulier M (ug,vo) d'une nappe paramétrée (U, f) est le plan
passant par M (ug, vg) et dirigé par 8—(u0, vo) et = (ug, vo).
u

v
Son équation est donc det (MOM, g—i(uo, p), %(Uo, Uo)) = 0.

Définition (Plan tangent en un point régulier d’une surface)

Le plan tangent en un point régulier M de la surface déquation F'(M) = 0 est le plan affine
de & passant par le point My et orthogonal au vecteur grad F'(Mp).

M) — ) + S (MY = ) + G (M)(Z = 20) =0

Son équation est donc : —
x

Remarques

— Pour une surface ayant un paramétrage local en My, les deux notions de plan tangent en M,
coincident.

— On appelle tangente en un point M, d'une surface (d'une nappe paramétrée) toute droite
passant par M, et contenue dans le plan tangent.
On appelle normale en My la droite passant par M, et orthogonale au plan tangent.

— La normale en un point M, régulier de la surface d’équation F'(M) = 0 est dirigée par le
vecteur gradF'(M).
of

0
En un point régulier de la nappe (U, f), elle est dirigée par le vecteur a—f(uo, vo) A == (g, vo)-
u

ov
Intersection de deux surfaces
— Soient deux surfaces, S; d’équation Fy(M) = 0, et Sy d’équation Fy(M) = 0.
On suppose que leur intersection I' contient un point M, régulier pour ces deux surfaces.
Soient P et Py les deux plans tangents en M.

— Si Py = Ps, on dit que les surfaces S; et Sp sont tangentes en M.

— Si Py # Ps, la droite D = P, N Pe est la tangente en My & un arc paramétré de support
inclus dans I'. Un vecteur directeur de cette tangente est gradFy(My) A grad Fy(Mp).
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