APPROXIMATION D’UNE SOLUTION DE f”(t) = a(t)f(t) + b(t)

Enoncé

Approximation d’une solution de f”(t) = a(t)f(t) + b(t)

On désigne par a : [0,1] = R et b: [0,1] — IR deux applications continues.

On suppose que I'application ¢ — a(t) est a valeurs positives ou nulles.

Soient A, i deux réels. On considere le probleme suivant :

Vi el0,1], f'(t) = a(t)f(t) +b(t)
FO)=A f(1) = p

Il s’agit donc d'une équation différentielle avec “conditions aux limites”.

Trouver f:[0,1] — IR deux fois dérivable et telle que {

On suppose que ce probleme admet une solution, désignée par f dans toute la suite.
On suppose que f est de classe C* sur [0, 1].
On note Ms(f) = sup|f”| et My(f) = sup |f¥].

[0,1] [0,1]

L’objectif est ici d’étudier une méthode d’approximation de f sur [0, 1].

Les parties I et II sont indépendantes.

Premiere Partie

1. Soit g : [a, 3] — IR une application de classe C?, avec o < 3.

//‘

On suppose que g(a) = 0 et que g(#) = 0. On pose Ms(g) = sup |g

[a,0]
(a) Montrer que ¥t € o, 8] o) < =0 =D apy (). 15
(b) En déduire que : [sug lg| < w Ms(g). [S]
2. On garde les notations I;récédentes, mais on ne suppose plus g(a) = g(5) = 0.
Prouves indgalité s 5] < 2 M) + maxtlo(e)] lo(3)) [5)

1
3. On se donne n dans IN. On pose h = T et Vk€{0,...,n+ 1}, tp = kh.
n

Pour tout &k de {0,...,n + 1}, soit ux une valeur approchée de f(t;).

On note 9, = max{|ux — f(tx)],0 <k <n+1}.

0, représente donc l'erreur maximum commise dans les approximations f(tg) ~ uy.
On définit une application ¢,, sur [0, 1] de la maniére suivante :

o Pour tout k de {0,...,n+ 1}, ¢, (tr) = ug.

o Pour tout k de {0, ...,n}, ¢, est affine sur [ty, txi1].

Ms(f)
Montrer que su — < ——"— 4, [S
q [0,1I])|f Pnl < S o [S]
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APPROXIMATION D’UNE SOLUTION DE f”(t) = a(t)f(t) + b(t)

Enoncé
Deuxieme Partie
On se donne un entier n > 2, et des réels ay, as, ..., a, et By, Ba, ..., On.
On suppose que pour tout k de {1,...,n} on a a; > 2.
On considere le systeme (S) de n équations (Ey), ..., (E,) aux n inconnues i, ..., Uy, :
( a1Uq — U2 = Bl (El)
—up  +0QoU —us = [ ()
(S) < -
—Up—9 TOp_1Up—1 —Up, = ﬁnfl (Enfl)
L —Up—1 FOpu, = ﬁn (En)
1. Montrer qu’on définit n réels 71,72, ...,7, de ] 0, 1] en posant :
1 1
= — et Vke{l,...,n—1}, =
" Qaq { b e Q41 — Vk
[S]
2. Soient vy, vy, ..., v, les n réels définis par les égalités :
U1 :ﬂl’}/l et Yk € {1,...,n— 1}, Vi1 = (ﬁk+1+vk)’)/k+1
Montrer que (S) a une solution unique (uy, ..., u,), et qu’elle est donnée par les relations :
(%) : Uy = Uy, et VEe{l,....,n— 1}, up = vk + Yk U1
[S]
: . n+1)2
3. Montrer qu’on a la majoration sup |ug| < sup |Gk| [S]
1<k<n 1<k<n
Troisieme Partie
1. Soit t un élément de |0, 1[. Soit h dans IR** tel que [t — h,t + h] C [0, 1].
h4
Montrer que |(£-+ h) + £(t — )~ 2/(t) — B2"(0)] < = My(f). (]
1
2. On reprend maintenant les notations de la question I-3. On rappelle que h = ——
n
Déduire de ce qui précede que pour tout k de {1,...,n} il existe un réel ¢ tel que :
h4
—f(tk_l) + (2 + h2a(tk))f(tk) — f(tk_H) = —th(tk) + €, avec |5k:| S EM4(f) [S}
3. On connait déja les valeurs f(ty) = f(0) = A et f(tn1) = f(1) = .
On veut maintenant des valeurs approchées u; de f(t1), ug de f(t2), ..., u, de f(t,).
Pour cela, on résout le systeme suivant, “proche” de celui vérifié par les f(ty) :
{Uoz)\, Up+1 = M
Vke {1, . ,n}, —Up_1 + (2 -+ hQG(tk>>Uk — U1 = —hzb(tk)
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PROBLEMES DE MATHEMATIQUES

APPROXIMATION D’UNE SOLUTION DE f”(t) = a(t)f(t) + b(t)

Enoncé

(a) Indiquer comment calculer successivement w,, t,—1, ..., u1. [S]
(b) Préciser le systeme vérifié par les réels wy = f(t1) — uy, ..., w, = f(tn) — Up.
. M,(f)
En déduire que su te) — up| < ———~%—. [S
q 1§kgn|f( k) k|_24(n+1)2 [S]
K .
4. ¢, ayant le sens vu en I-3, trouver K tel que : sup |f — ¢, < -———5. Conclusion? [S]
[0,1] (n + 1)
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