POLYNOMES DE CHEBYSHEV DE SECONDE ESPECE

Enoncé

Polynomes de Chebyshev de seconde espéece

D’APRES L’EPREUVE B, FILIERE PHYSIQUE ET CHIMIE, DU CONCOURS 1999

DE L’ECOLE NATIONALE DU GENIE DE L’EAU ET DE L’ENVIRONNEMENT DE STRASBOURG

Dans tout le probleme, n est un entier fixé supérieur ou égal a 2.

On identifiera un polynéme P de IR[X] avec la fonction ¢t — P(t) de [—1, 1] dans IR.

PARTIE I

Soit IR, [X] 'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a n.
On munit IR,,[X] de la base canonique B = (1, X, ..., X™).
Soit ¢ Papplication qui & tout P de IR,,[X] associe ¢(P) = (1 — X?)P"(X) — 3XP'(X).

1. (a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de IR, [X]. [S]
(b) Ecrire la matrice de ¢ dans la base B. [S]
(c) Déterminer les valeurs propres de ¢. [S]
(d) Montrer que ¢ est diagonalisable. [S]
2. (a) Montrer qu’il existe une unique base (P, ..., P,) de vecteurs propres de coefficients

dominants égaux a 1, tels que pour 0 < k < n, Py soit de degré k. [S]
(b) Déterminer Py, Py, P, P5. [S]
(c) Préciser la parité de P,. Calculer le coefficient de X"~2 dans P,. [S]
3. On suppose dans cette question que n est impair.

On considere I'équation différentielle (E,) : (1 — 22)y” — 3zy’ + n(n + 2)y = 0.

(a) Montrer qu’il existe une solution de (E,), développable en série entiere sous la forme
2p 1 Y N 7
> ps0 A2, les coefficients ag, (que I'on ne ne cherchera pas a calculer) étant non
nuls. Déterminer le rayon de convergence. [S]

(b) En déduire toutes les solutions de (E,,) sur lintervalle | — 1, 1[. [S]

Remarque : L’étude du cas pair est analogue et elle n’est pas demandée.

PARTIE IT

On note E 'espace des fonctions continues de [—1,1] dans IR.

1
Pour f et g dans FE on pose : < f,g >:/ ft)gt)vV1—t2de.
-1

1. (a) Montrer que I'on définit ainsi un produit scalaire dans E. [S]
(b) Calculer < X*, X7 > pour i et j dans IN. [S]
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2. Pour toute f de E, de classe C%, on pose : ¢(f)(z) = (1 — 2?)f"(x) — 3z f'(z).

(a) Montrer que si f, g sont C* sur [—1,1] alors on a < ¢(f),g >=< f,¢(g) >. [S]
(b) On reprend la définition des polynémes Py vue en I-2-a.
Montrer que : Vj, k € {0,1,...,n}, j#k=<P;, P, >=0. [S]
(c¢) En déduire que pour tout k de {1,...,n} et pour tout polynome @ de degré inférieur
ak,ona < P, Q>=0(S]

3. (a) Montrer que P, — X P, est de degré au plus n — 1 et qu'il est orthogonal a tout
polynome de degré inférieur a n — 2 (pour n > 3). [S]

(b) En déduire que P, — X P,_; est combinaison linéaire de P, 1 et de P, o [S]
(c¢) En utilisant I-2-c¢, montrer que 4P, —4XP, 1+ P,_o =0 pour n > 2. [S]
(d) Calculer P,(1). [S]
1
4. (a) Montrer que < P,,, P, >=< P,, X" >= / t"P,(t)v1 —t2dt. [S]
-1
(b) Calculer < P,, P, > pour 0 <n <2.[S]
kE+1
(c) Pour k dans {0,1,...,n}, montrer : < P, X*? >= % < Py, P, > . [S]
(d) En déduire une relation entre < P,, P, >, < P,_1,P,_1 >, < P,_9,P,_5>.[S]
(e) Montrer que < P,, P, >= % [S]
PARTIE III
1. Montrer que les n racines réelles ou complexes de P, sont en fait toutes réelles, distinctes
deux a deux, et qu’elles appartiennent a Uintervalle | — 1, 1].
Indication : considérer 'ensemble & = {x1,...,z,,}, éventuellement vide, des racines de

P, dans | —1, 1] et qui sont de multiplicité impaire (chaque racine n’étant comptée qu’'une
fois dans S) et utiliser le polynome @ = [}, (X — zx) (avec Q =1 si S est vide.) [S]

2. Montrer que pour tout réel 6, sin(n + 1) = 2"(sin ) P,(cos 9). [ S|

3. En déduire les différentes racines de P,. [S]
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Corrigé

Corrigé du probleme

PARTIE I

1. (a) Il est clair que pour tout polynome P, ¢(P) est encore un polynome.
D’autre part, si deg P < n, alors deg(1 — X?)P"” < n et deg XP' <n.
Le polynéme ¢(P) est donc encore un élément de IR, [X].
Enfin, la linéarité de ¢ est évidente. [Q]
(b) Soit k un entier compris entre 0 et n : nul si k<1
O(XF) = (1 — X k(k — 1)XF2 = 3X (kXF 1) = —k(k 4+ 2)X* + k(k — 1) X" 2
On en déduit la matrice M de ¢ dans la base B.

0O 0 2 0o ... ... 0 0
0 -3 0 6 . ) i
0 -8 0 :
: 0 —-15 . . 0 :
M= 0 . . (n=1n-2) 0
: ’ 0 n(n —1)

N : : : . —(n—=1)(n+1) 0

0 ... . 0 —n(n+2)
[Q]
(c) Dans la base canonique, la matrice de ¢ est triangulaire. Les valeurs propres de ¢

sont donc les coefficients diagonaux A\, = —k(k + 2) de cette matrice. [Q]

(d) Les n + 1 valeurs propres A\ de ¢ sont toutes distinctes. Cette application est donc
diagonalisable, et tous les sous-espaces propres sont des droites vectorielles. [Q |

2. (a) Si P est un polynéme unitaire de degré m, les calculs précédents montrent que le
terme de plus haut degré de p(P) est —m(m + 2)X™, c’est-a-dire A, X™.
On en déduit (car les A, sont distincts) que les polynomes propres pour A (les
polynémes non nuls tels que p(P) = A\ P) sont nécessairement de degré k.
Dans la droite vectorielle propre Ej, pour la valeur propre A, il existe un et un seul
polynome unitaire. Notons-le Pj : il est de degré k.
Ainsi il existe une unique famille (P, Py, . .., P,) telle que pour tout k de {0,...,n},
P, soit unitaire, de degré k, et vecteur propre de ¢ pour la valeur propre \,. [Q ]

(b) — Il est clair que Py =1 car p(1) =0 = Apl.

— De méme P, = X car p(X) = —-3X = A X.
— On cherche P, sous la forme P, = X% 4+ aX +b. '

O(Py) = 8Py & —8X?+2—-3aX = —8X*+aX+b)=P=X*— T
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