PUISSANCES D’UNE MATRICE A PARAMETRES

Enoncé
Puissances d’une matrice a parametres
Soient « et 3 deux réels.
o} 0 -1
Soit f I'endomorphisme de IR® de matrice M = 2 a [ | dans la base canonique.
-3-0 -1 «

1. (a) A quelle condition sur a, 3 I'application f est-elle un automorphisme de IR*? [S]

(a)
(b) Calculer les valeurs propres de f. [S]
(c) Déterminer les sous-espaces propres de f. [S]
(d) L’application f est-elle diagonalisable? [S]
2. Onpose u=(1,—-2—3,1),v=(0,-2,—1) et w = (1,1 — 3, —2).
(a) Montrer que u, v, w forment une base de IR?. [S]
(b) Montrer que (f — (a — 1)Id)* est de rang 1. [S]
(c) Vérifier que u et v forment une base de ker(f — (a — 1)Id)2. [S]
1 0 1
3.Onpose P=| -2-08 -2 1-0
1 -1 —2
(a) Montrer que P est inversible et calculer P~1. [S]
(b) Déterminer la matrice N de f dans la base (u,v,w). [S]
(c) Calculer N™ pour tout entier n de IN. [S]
(d) En déduire M™ pour tout entier n de IN. [S]
1 0 -1
4. On veut retouver M" par une autre méthode. On pose A = 2 1 g
35 -1 1
(a) Calculer A", pour tout entier naturel n. [S]
(b) Montrer que M™ = ¢o(n)A? + n(a — 1)" A+ (o — 1)"I3, ot o : N — IR. [S]

(c) Calculer ¢(n), pour tout n de IN, et retrouver ainsi une expression de M™. [S]
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PUISSANCES D’UNE MATRICE A PARAMETRES

Corrigé
Corrigé du probleme
1. (a) On calcule le déterminant de la matrice M :
a 0 -1
det M=| 2 a B |=al@®+8)+2-a(3+8) = a*—-3a+2 = (a—1)*(a+2)
-3-04 -1 «

L’application f est un automorphisme de IR® < det M est non nul, ¢’est-a-dire <
« n’est pas élément de {1,—2}. [Q]

Le polynome caractéristique de f (de M) est :
a—A 0 —1
X(A) =det(M — \3) = 2 a—\ [
-3—-0 -1 a-=A\
=(a=A=12a=-2+2)=-A—(a+2)(A\—(a—1))
(On s’est servi du fait que x()) se distingue de det M en remplagant « par o — \)
Les valeurs propres de f sont les racines de x(\), c’est-a-dire A = a—1et A = a+2.

Q]

Le vecteur a = (z,y, z) est dans le sous-espace propre pour A = o — 1

< fla)=(a—1Das (M- (a—1)I3)[ad = 0
1 0 -1 T 0 r—2=0
& 2 1 p y]l =10 <:>{2x+y+ﬁ220
-3—-p4 -1 1 z 0 —B+p)r—y+2=0
T =z
(:’{yz—(ﬁ+2)2

On obtient la droite vectorielle engendrée par (1,—2 — (3, 1).
Le vecteur a = (x,y, z) est dans le sous-espace propre pour \ = « + 2

& fla)=(a+2)ae (M —(a+2))a =0

—2 0 -1 x 0 204+2=0
& 2 -2 p y|l=10 <:>{2a:—2y+ﬁz:0
—3—-0 -1 =2 z 0 B+B)r+y+2:=0
(:,{yz(l—ﬁ)ﬂj
z=—2x

On obtient la droite vectorielle engendrée par (1,1 — 3, —-2). [Q]

La somme des dimensions des sous-espaces propres de f est égale a 2 (donc stricte-
ment inférieure & la dimension de IR?).

On en déduit que f n’est pas diagonalisable. [Q]

1 0 1
2. (a) La matrice de (u,v,w) dans la base canonique est P= | —2—03 -2 1-0
1 -1 =2
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