CALCUL INTEGRAL APPLIQUE A UNE APPROXIMATION DE 72

Enoncé

Calcul intégral appliqué & une approximation de 7

PREMIERE PARTIE

s
2 udu

Dans cette partie, on étudie l'application z — f(x) = x/ —— pour tout z > 0.
x? cos? u + sin® u
, 2 du T
1. Pour tout réel z > 0, montrer que [;(z) = / = —.[S]
0

x2cos?u +sin®u 2z

sin u du

3 —— pour tout réel x > 0.
e cos“u + sin” u

2. (a) Calculer Iy(z) = /2
On sera amené a C(Z)nsidérer lescas0<ax<l,z=1etax>1.[S]
(b) Vérifier que I(z) ~ —Inx quand z tend vers 0. [S]
3. Montrer que pour tout z de IR™, on a f(x) + f(é) = %2
4. (a) Montrer que pour tout z > 0, on a les inégalités 0 < f(z) < g$12($). [S]
(b) En déduire ilil(l) f(z) et xgriloof(:c) [S]

[S]

5. Dans cette question on établit la dérivabilité de I'application f.

3 d 3 2ud
(a) On pose &(x) :/ e —— et A(x) :/ ( heos u' a
0 u 0

x cos? u + sin 7 cos? u + sin® u)2

x
On se donne un réel z > 0, et un réel h tel que |h| < 5

Pour simplifier les calculs, on pourra poser a(u) = z cos? u + sin® u.

Montrer qu’on a la majoration :

Oz +h)—P(x) < ) / ucos? u du
h cos.2 u + sin” u)3

En déduire que ® est dérivable au point x. [S]

T in2 a2 o2
(b) Montrer que f est dérivable sur IR™™, avec f’(z) :/ u(sin u — 2 ?Oj v) du [S]
o (x%cos?u+ sin®u)?

g .
(c) Montrer que : Vo >0, f'(x) = / " c?izcjss?nzu du. [S]
0
1
(d) Prouver finalement que pour tout  # 1 on a f'(x) = 2n3:1.
x J—

L’application f’ est-elle continue en x =17 [S]

6. Dans cette question, on aboutit a une nouvelle expression de I'application f.
Int
2 —1
(b) Dresser le tableau de variation de f et tracer sa courbe représentative [S]

(a) Montrer que pour tout x > 0, on a f(x) = / dt [S]
0
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CALCUL INTEGRAL APPLIQUE A UNE APPROXIMATION DE 72

Enoncé
DEUXIEME PARTIE
Dans cette partie on adopte les notations suivantes :
— Soit (up)n>n, une suite de nombres réels. .
On dit que la série Y u,, converge si la suite de terme général S,, = >  wu, converge.
+o00 +o0 n=no
— On note alors > u, = 11111 Sm et on dit que Y wu, est la somme de la série Y w,.
n=ng m—Teo n=no n2no
— On admettra que s’il existe a > 1 tel que hrf n“u, = 0, alors la série > u,, converge.
n—-1+00
X 2
— Un résultat classique est nz::o 5= %
Dans cette partie, on exprime 72 comme la somme d’une série.
On en déduit une méthode de calcul d’une valeur approchée de 2.
m t2m+2 In t
1. P tout de IN, t dt. |S
(a) Pour tout m de IN, montrer que : f(1 nz: /0 1 [S]
t2m+2 Int K
b) Prouve il existe éel K >0 tel que 0 < dt < .
(b) Prouver qu’il existe un r qu _/0 R < omi2
+o00 1 7_‘_2
En déduire I'égalité —=—. |5
1 deduire Tesat nZ:O(Qn—l—l)Q 5 5]
+00 1
2. Prouver que — =1.[S
(@) Prower que Y- s = 1.8
+00 2
b) En déduire que 72 = 10 — . [S
(b) ane Zn(n—I—l)(Zn—i—l)2 [S]
2 =
3. Dans cette question, on pose h(t) = Z h(n) et R, = Z h(n)

t(t+1)(2t + 1
Le résultat de la question II-2-b s’écrit donc : Vp € ]N*, 2= 10 -5, — R,.

n=p+1

(a) Montrer que h est intégrable sur [1, +o00[ et observer qu’elle est décroissante. [S]

+oo +00
(b) Pour tout entier p dans IN*, prouver les inégalités : / h(t)dt < R, < / h(t)dt
p+1 P
[S]
(¢) En dédui tout p > 1 ! <R<1[S]
¢) En déduire que pour tou ,ona: —— < < —
e pon oty = 6p+27 =7
1
(d) On utilise 'approximation 7% ~ 10 — S, — s
P
1
Montrer que I'on commet ainsi une erreur par défaut, majorée par —. [S]
p
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CALCUL INTEGRAL APPLIQUE A UNE APPROXIMATION DE 72

Corrigé

Corrigé du probleme

PREMIERE PARTIE

du
x2 cos?u + sin u
Il y a donc “I'invariant de la tangente”, et on effectue le changement de variable ¢ = tan u.

1. On remarque que est invariant dans u — u + 7.

Celui-ci réalise une bijection strictement croissante de [0, 5[ sur [0, 4+o0].

dt t?
Ona du=-——, cos’>u = —— et sin?u = ——. On en déduit :
1+t 1+ 2 1+

1) /’5 du /+°° dt [1 . t]t+00 ™
T) = = ——— = |— arctan — = —
! o w2cos?u +sin®u 0 T4t x xle=0 2x
[Q]

sin u du
2. (a) On remarque que

est invariant dans v — —u.

22 cos? u + sin® u

Il y a donc “I'invariant du cosinus”, et on effectue le changement de variable ¢t = cos u.

Celui-ci réalise une bijection strictement décroissante de [0, 5] sur [0, 1].
On a dt = —sinudu, cos?u = t? et sin?u = 1 — t2. On en déduit :

() / sinu du /1 dt /1 dt
xr) = = 520 1 1 20 T, 9
? o 22cos?u + sin®u o 24112 o 14+ (22 —1)t2

o Six =1, on a bien sur Ir(x) =1 (évident aussi avec ’expression initiale de I5.)

d
© Si0<x<1,onposev=ty1l—2z2 Ona dt:%.
—x
L dt 1 V=2t o
O déduit : I = = "
n €1n dedul 2(33) /0 1—(1—I2)t2 /1_372/0v 1_,02
1 [1 1+v]vl—w2 1 | 1++v1— 22
—= — 1n == n
V1—2x2L2 1—wlo 2vV1—22 1 —+1—22

© Six>1, on pose v =tyx?—1. On en déduit :

dt Vai-1 gy _arctan V2 -1

1
1
o L+@2-1 a2 -1/, l+w z? —1

Page 3 Jean-Michel Ferrard www.klubprepa.net ©EduKlub S.A.

Tous droits de 'auteur des ceuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des ceuvres autre que la consultation
individuelle et privée sont interdites.

Extrait gratuit de document, le document original comporte 9 pages.


file:www.klubprepa.net 

