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ECRICOME VOIE S 2014 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES 2014

ECRICOME 2014 VOIE S

CORRIGE

Le langage Pascal n’étant plus au programme, nous n’avons pas traité les
questions d’informatique.

EXERCICE I

1)

∀f ∈ E, ∃ (P,Q) ∈
(
Rn−1[X]

)2

/ ∀x > 0, f(x) = xP (x) + xQ(x) lnx.

* ∃ (a0, . . . , an−1) ∈ Rn / P =
n−1∑
k=0

akX
k.

* ∃ (b0, . . . , bn−1) ∈ Rn / Q =
n−1∑
k=0

bkX
k.

∀x > 0, f(x) =
n−1∑
k=0

akx
k+1 +

n−1∑
k=0

bkx
k+1 lnx

=
n∑

k=1

ak−1x
k +

n∑
k=1

bk−1x
k lnx

=

n∑
k=1

ak−1uk(x) +

n∑
k=1

bk−1vk(x)

= (

n∑
k=1

ak−1uk +

n∑
k=1

bk−1vk)(x)

Donc ∀f ∈ E, f =

n∑
k=1

ak−1uk +

n∑
k=1

bk−1vk : f ∈ vect(u1, v1, u2, v2, . . . , un, vn).

L’inclusion réciproque est évidente, donc

E = vect(u1, v1, u2, v2, . . . , un, vn)

2)

Par croissances comparées, lim
x→0+

x lnx = 0, donc lim
x→0+

f(x) = 0. La fonction f se

prolonge par continuité en 0 puisque sa limite y est réelle.

• ∀x > 0, ∀k ∈ [[1, n]], (φ(uk))(x) =
1
x

∫ x

0

tkdt = 1
x
xk+1

k + 1
= 1

k + 1
uk(x).

∀k ∈ [[1, n]], φ(uk) =
1

k + 1
uk

page 1 Jean MALLET c⃝ EDUKLUB SA
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2 ECRICOME VOIE S 2014

• ∀x > 0, ∀k ∈ [[1, n]], (φ(vk))(x) = 1
x

∫ x

0

tk ln tdt. L’intégrale est impropre en 0

uniquement puisque t 7→ tk ln t est continue sur R∗
+.

Puisque k > 0, lim
t→0+

tk ln t = 0 par croissances comparées, l’intégrale est faussement

impropre, donc convergente.

En conclusion ∀x > 0, ∀k ∈ [[1, n]], (φ(vk))(x) =
1
x

∫ x

0

tk ln tdt existe.

Calcul : soit I(a) =

∫ x

a

tk ln tdt pour a > 0 et k ∈ [[1, n]]. Faisons une intégration par

parties :

u′(t) = tk ⇐= u(t) = 1
k + 1

tk+1 ; v(t) = ln t =⇒ v′(t) = 1
t
. Les fonctions u et v sont de

classe C1 sur R∗
+, l’intégration par parties est légitime.

I(a) =
[
tk+1

k + 1
ln t

]x
a
− 1

k + 1

∫ x

a

tkdt

= xk+1

k + 1
lnx− ak+1

k + 1
ln a− 1

(k + 1)2
(xk+1 − ak+1)

lim
a→0+

I(a) = xk+1

k + 1
lnx− 1

(k + 1)2
xk+1 car lim

a→0+
ak+1 ln a = 0, donc∫ x

0

tk ln tdt = xk+1

k + 1
lnx− 1

(k + 1)2
xk+1 et par suite

(φ(vk))(x) = xk

k + 1
lnx− 1

(k + 1)2
xk = 1

k + 1
vk(x)− 1

(k + 1)2
uk(x)

∀k ∈ [[1, n]], φ(vk) =
1

k + 1
vk − 1

(k + 1)2
uk

∀k ∈ [[1, n]], φ(uk) =
1

k + 1
uk et φ(vk) =

1
k + 1

vk − 1
(k + 1)2

uk

3)

∀k ∈ [[1, n]], φ(uk) et φ(vk) appartiennent à E. Tout élément f de E est combinaison
linéaire des uk et des vk. La linéarité de φ résulte de la linéarité des intégrales

convergentes, donc φ(f) appartient à E. φ ∈ L(E)

4)

La matrice de φ dans la base C = (u1, v1, u2, v2, . . . , uk, vk, . . . , un, vn) est
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ECRICOME VOIE S 2014 3

A =



1
2

−1
4

. . . . . . 0

0 1
2

0
...

... 0 1
3

−1
9

...

... 0 1
3

0

. . . . . .

0 1
k + 1

− 1
(k + 1)2

0 1
k + 1

. . . 0
... 0 1

n+ 1
− 1
(n+ 1)2

0 . . . . . . 0 1
n+ 1


5)

La matrice A est triangulaire supérieure ; aucun terme diagonal n’est nul, donc A
est inversible

φ est un automorphisme de E

D’après la lecture de la matrice A, spect(f) =
{
1
2
, . . . , 1

n+ 1

}
6)

∀x > 0, g(x) = x− 1
λ

∫ x

0

f(t)dt. La fonction g est dérivable sur R∗
+ comme produit de

fonctions dérivables sur R∗
+.

∀x > 0, g′(x) = − 1
λ
x− 1

λ
−1

∫ x

0

f(t)dt+ x− 1
λ f(x)

= − 1
λ
x− 1

λ 1
x

∫ x

0

f(t)dt+ x− 1
λ f(x)

= − 1
λ
x− 1

λ (φ(f))(x) + x− 1
λ f(x)

= − 1
λ
x− 1

λλf(x) + x− 1
λ f(x)

puisque f est un vecteur propre de φ associé à λ

= −x− 1
λ f(x) + x− 1

λ f(x) = 0

La fonction g est constante ; il existe C ∈ R / ∀x > 0, g(x) = C, ce qui équivaut à

x− 1
λ

∫ x

0

f(t)dt = C, puis à
∫ x

0

f(t)dt = Cx
1
λ . En dérivant on obtient f(x) = C

λ
x

1
λ
−1.

f vecteur propre associé à λ implique ∃K ∈ R∗ / ∀x > 0, f(x) = Kx
1
λ
−1

Donc f vecteur propre associé à λ = 1
k + 1

implique f ∈ vect(xk+1−1) = vect(uk).

On a montré que E 1
k+1

(φ) ⊂ vect(uk). D’après les résultats de la question 2),

vect(uk) ⊂ E 1
k+1

(φ). Par suite

∀k ∈ [[1, n]], E 1
k+1

(φ) = vect(uk)
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4 ECRICOME VOIE S 2014

7)

∀k ∈ [[1, n]], dimE 1
k+1

(φ) = 1 ; donc
n∑

k=1

dimE 1
k+1

(φ) = n : or dimE = 2n, donc

φ n’est pas diagonalisable

EXERCICE II

1)

L’intégrale Ik =

∫ +∞

0

(ln t)ke−ttx−1dt est impropre en 0 et +∞ uniquement car la fonction

fk : t 7→ (ln t)ke−ttx−1 est continue sur ]0,+∞[ en tant que produit de fonctions
continues sur cet intervalle.

• En 0.

fk(t) ∼
(0)

(ln t)ktx−1 = t
x
2 (ln t)kt

x
2−1. Par croissances comparées, lim

t→0+
t
x
2 (ln t)k = 0, par

suite : fk(t)=
(0)

◦
(
t
x
2−1

)
= 1

t1−
x
2

.

x > 0 ⇐⇒ 1−x
2
< 1 ; cela implique que

∫ 1

0

1

t1−
x
2
dt converge d’après le critère de Riemann.

Par la règle de négligeabilité pour les intégrales impropres,
∫ 1

0

fk(t)dt converge.

• En +∞.

fk(t) =
(ln t)k

t
e−ttx. Par croissances comparées, lim

+∞

(ln t)k

t
= 0 =⇒ fk(t) =

(+∞)
◦ (e−ttx).

Or
∫ +∞

0

e−ttxdt =

∫ +∞

0

e−ttx+1−1dt converge d’après les lois gamma, donc
∫ +∞

1

e−ttxdt

converge ; par la règle de négligeabilité pour les intégrales impropres, l’intégrale∫ +∞

1

fk(t)dt converge.∫ 1

0

fk(t)dt et
∫ +∞

1

fk(t)dt convergent implique
∫ +∞

0

fk(t)dt converge

2)

• Rappelons que Γ(x+ 1) =

∫ +∞

0

txe−tdt.

Soit a et b deux réels strictement positifs et I(a, b) =

∫ b

a

txe−tdt. Faisons une intégration

par parties.

u(t) = tx =⇒ u′(t) = xtx−1 ; v′(t) = e−t ⇐= v(t) = −e−t. Les fonctions u et v sont de classe
C1 sur R∗

+, l’intégration par parties est légitime.

I(a, b) =
[
− txe−t

]b
a
+ x

∫ b

a

tx−1e−tdt

= −bxe−b + axe−a + x

∫ b

a

tx−1e−tdt

Par croissances comparées, lim
b→+∞

bxe−b = 0 ; de plus lim
a→0+

axe−a = 0 puisque x > 0.

Donc
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ECRICOME VOIE S 2014 5

lim
a→0+

b→+∞

I(a, b) = x

∫ +∞

0

tx−1e−tdt.

∀x > 0, Γ(x+ 1) = xΓ(x)

• ∀x > 0, L(x + 1) = lnΓ(x + 1) = lnx + lnΓ(x) = lnx + L(x). D’où, par dérivation,
L′(x+ 1) = 1

x + L′(x), c’est-à-dire

∀x > 0, Ψ(x+ 1) = 1
x +Ψ(x)

• ∀n > 0, Ψ(n+ 2)−Ψ(n) = Ψ(n+ 2)−Ψ(n+ 1) + Ψ(n+ 1)−Ψ(n) = 1
n+ 1

+ 1
n
.

3)∫ A

0

(ln t)e−ttx−1dt =

∫ A

0

(
(ln t)e−

t
2 t

x−1
2

)(
e−

t
2 t

x−1
2

)
dt.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne(∫ A

0

(ln t)e−ttx−1dt
)2

≤
∫ A

0

(
(ln t)e−

t
2 t

x−1
2

)2

dt×
∫ A

0

(
e−

t
2 t

x−1
2

)2

dt, soit

(∫ A

0

(ln t)e−ttx−1dt
)2

≤
∫ A

0

(ln t)2e−ttx−1dt×
∫ A

0

e−ttx−1dt

4)

• Les trois intégrales sont convergentes d’après l’énoncé, donc en faisant tendre A
vers +∞, on obtient(∫ +∞

0

(ln t)e−ttx−1dt
)2

≤
∫ +∞

0

(ln t)2e−ttx−1dt×
∫ +∞

0

e−ttx−1dt ou encore

∀x > 0, (Γ′(x))2 ≤ Γ′′(x).Γ(x)

• ∀x > 0, Ψ′(x) =
Γ(x).Γ′′(x)− (Γ′(x))2

(Γ(x))2
> 0, donc

La fonction Ψ est croissante sur R∗
+

5−a)
• Procédons par récurrence. Soit n ≥ 1 et Pn la propriété :

Sn =
n∑

k=1

1
k2 − a2

= 1
2a

(
Ψ(1 + a)−Ψ(1− a)

)
− 1

2a

(
Ψ(n+ 1 + a)−Ψ(n+ 1− a)

)
.

• S1 = 1
1− a2

= 1
2a

(
− 1

a+ 1
+ 1

1− a

)
(vérification facile)

= 1
2a

(
Ψ(a+ 1)−Ψ(a+ 2)

)
+ 1

2a

(
Ψ(2− a)−Ψ(1− a)

)
d’après 2)

= 1
2a

(
Ψ(1 + a)−Ψ(1− a)

)
− 1

2a

(
Ψ(2 + a)−Ψ(2− a)

)
La propriété est satisfaite pour n = 1.

• hérédité : supposons la propriété satisfaite pour un entier n ≥ 1 donné.

Sn+1 = Sn + 1
(n+ 1)2 − a2

= 1
2a

(
Ψ(1 + a)−Ψ(1− a)

)
− 1

2a

(
Ψ(n+ 1 + a)−Ψ(n+ 1− a)

)
+ 1
(n+ 1)2 − a2

(par hypothèse de récurrence)

1
(n+ 1)2 − a2

= − 1
2a

(
1

n+ 1 + a
− 1

n+ 1− a

)
(vérification immédiate)
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6 ECRICOME VOIE S 2014

Posons A = − 1
2a

(
Ψ(n+ 1 + a)−Ψ(n+ 1− a)

)
+ 1

(n+ 1)2 − a2
.

A = − 1
2a

(
Ψ(n+ 1 + a)−Ψ(n+ 1− a)

)
− 1

2a

(
1

n+ 1 + a
− 1

n+ 1− a

)
= − 1

2a

(
Ψ(n+ 1 + a) + 1

n+ 1 + a
− (Ψ(n+ 1− a) + 1

n+ 1− a
)
)

= − 1
2a

(
Ψ(n+ 2 + a)−Ψ(n+ 2− a)

)
d’après 2)

Donc

Sn+1 = 1
2a

(
Ψ(1 + a)−Ψ(1− a)

)
+A

= 1
2a

(
Ψ(1 + a)−Ψ(1− a)

)
− 1

2a

(
Ψ(n+ 2 + a)−Ψ(n+ 2− a)

)
La propriété est héréditaire et par principe de récurrence,

∀a ∈ ]0, 1[, ∀n ≥ 1,

n∑
k=1

1
k2 − a2

= 1
2a

(
Ψ(1 + a)−Ψ(1− a)

)
− 1

2a

(
Ψ(n+ 1 + a)−Ψ(n+ 1− a)

)
• a ∈ ]0, 1[=⇒ n+1+a ≤ n+2. Par croissance de Ψ (question 4)), Ψ(n+1+a) ≤ Ψ(n+2).

n+1−a ≥ n puisque 1−a > 0, donc Ψ(n+1−a) ≥ Ψ(n), ou encore −Ψ(n+1−a) ≤ −Ψ(n).
En ajoutant les deux inégalités, il vient, en tenant compte encore de la croissance
de Ψ pour la minoration,

0 ≤ Ψ(n+ 1 + a)−Ψ(n+ 1− a) ≤ Ψ(n+ 2)−Ψ(n)

5−b)
1

n2 − a2
∼

(+∞)

1
n2 . D’après le critère de Riemann, la série

∑
1
n2 est convergente. Par

comparaison des séries à termes positifs, la série
∑

1
n2 − a2

est convergente.

D’après la question 2), Ψ(n+ 2)−Ψ(n) = 1
n+ 1

+ 1
n
.

D’après le point précédent, 0 ≤ Ψ(n + 1 + a) − Ψ(n + 1 − a) ≤ 1
n+ 1

+ 1
n . Le théorème

d’encadrement donne lim
n→+∞

Ψ(n+ 1 + a)−Ψ(n+ 1− a) = 0.

D’après la question 4),
n∑

k=1

1
k2 − a2

− 1
2a

(
Ψ(1+a)−Ψ(1−a)

)
= − 1

2a

(
Ψ(n+1+a)−Ψ(n+1−a)

)
,

donc lim
n→+∞

( n∑
k=1

1
k2 − a2

− 1
2a

(Ψ(1 + a)−Ψ(1− a))
)
= 0.

La série
∑
n≥1

1
n2 − a2

est convergente et
+∞∑
n=1

1
n2 − a2

= 1
2a

(Ψ(1 + a)−Ψ(1− a))

PROBLEME

Partie I : étude d’un cas particulier

1−a)
Hors programme.

1−b)
Hors programme.
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1−c)
Hors programme.

2)

duel 1 0 0 0 0 1 1 1 1

duel 2 0 0 2 2 1 1 2 2

duel 3 0 3 2 3 1 3 2 3

Une explication : la troisième colonne veut dire A0 gagne le premier duel contre A1,
puis il joue contre A2 et perd et A2 gagne le troisième duel contre A3.

E1 et E2 sont des événement certains, donc P (E1) = P (E2) = 1.

E3 est l’événement : A0 gagne ses 3 duels ou A1 gagne ses trois duels ; P (E3) = 2× 1
8
,

donc P (E3) = 1− 1
4
= 3

4
.

Il en résulte immédiatement que P (E3) =
1
2
P (E2) +

1
4
P (E1)

3)

En est réalisé si et seulement si le vainqueur de Dn a obtenu 1 ou 2 victoires
consécutives.

Le vainqueur de Dn a obtenu exactement 1 victoire veut dire que An a gagné Dn

contre An−1 ou An−2 ; cela veut dire que En−1 est réalisé (car alors En−2 l’est à coup
sûr) et que An a gagné Dn. Donc

La probabilité que le vainqueur de Dn ait obtenu exactement une victoire est
P (En−1)× 1

2
.

Le vainqueur de Dn a exactement 2 victoires consécutives veut dire que An−1 est le
vainqueur de Dn; cela veut dire que En−2 est réalisé (auquel cas le duel suivant a
lieu) et que An−1 gagne les duels Dn−1 et Dn.

La probabilité que le vainqueur de Dn ait obtenu exactement deux victoires
consécutives est P (En−2)× 1

4
.

En étant la réunion de ces deux événements incompatibles,

∀n ≥ 3, P (En) =
1
2
P (En−1) +

1
4
P (En−2)

4)

La suite (P (En)) vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre 2. Son équation
caractéristique est :

r2 − 1
2
r − 1

4
= 0 ⇐⇒ 4r2 − 2r − 1 = 0. Les racines sont r1 =

1 +
√
5

4
et r2 =

1−
√
5

4
.

D’après le cours, ∃ (λ, µ) ∈ R2 / ∀n ≥ 1, P (En) = λrn1 + µrn2 .

2 <
√
5 < 3 ⇐⇒ 3

4
< r1 < 1 ; on a aussi −1

2
< r2 < −1

4
; par suite |r1 | < 1 et |r2 | < 1.

Par conséquent, lim
n→+∞

rn1 = lim
n→+∞

rn2 = 0.

lim
n→+∞

P (En) = 0
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8 ECRICOME VOIE S 2014

5)

∀n ∈ N, En+1 ⊂ En car s’il n’y a pas de vainqueur à l’issue du duel Dn+1, il ne pouvait y
en avoir à l’issue du duel Dn. La suite (En) est décroissante pour l’inclusion ; d’après
le théorème de la limite monotone,

P (
+∞∩
n=1

En) = lim
n→+∞

P (En) = 0

Remarque : les événement E1 et E2 sont des événements certains, donc
+∞∩
n=1

En =
+∞∩
n=2

En =
+∞∩
n=3

En.

Notons V l’événement : le tournoi désigne un vainqueur.

V est réalisé ⇐⇒ ∃ n ≥ 3 / En est réalisé. Par suite

V =

+∞∪
n=3

En =

+∞∩
n=3

En

P (V ) = 1− P (
+∞∩
n=3

En) = 1 d’après le résultat de la question 4).

La probabilité que le tournoi désigne un vainqueur est 1

Partie II : étude du cas général

1)

Il y a dans cette question un problème manifeste. En effet,

∀k ∈ [[1, N − 1]]. Si l’événement A
(n)
k est réalisé, cela veut dire que le vainqueur du duel

Dn a gagné k duels consécutifs. Puisque k < N , à l’issue du duel Dn, il n’y a donc
pas de vainqueur, donc A

(n)
k ⊂ En. P

A
(n)

k

(En) = 1.

2)

En =
N−1∪
k=1

(A
(n)
k ∩ En−k).

En effet, En est réalisé si et seulement si le duel numéro n a lieu et le vainqueur de
ce duel a obtenu un nombre de victoires (consécutives) strictement inférieur à N ,

si et seulement si le duel numéro n a lieu et le vainqueur de ce duel a obtenu un
nombre k < N de victoires,

si et seulement si le duel numéro n− k + 1 a lieu et le joueur An−k+1 gagne les duels
numéros n− k + 1, . . . , n− 1, n, (ce qui fait k duels)

si et seulement si à l’issue du duel numéro n − k le tournoi n’est pas terminé et le
joueur An−k+1 gagne les duels numéros n− k + 1, . . . , n− 1, n.

Ces événements sont deux à deux incompatibles,

P (En) =
N−1∑
k=1

P (A
(n)
k ∩En−k)

=
N−1∑
k=1

P (En−k)PEn−k
(A

(n)
k )

N−1∑
k=1

P (En−k)pq
k−1)
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Lorsque (En−k) est réalisé, réaliser A
(n)
k veut dire que le joueur An−k+1 gagne le duel

Dn−k+1 (avec la probabilité p) et que les k − 1 joueurs An−k+2, . . . , An perdent le leur
(avec la probabilité q).

La formule des probabilités composées donne sans difficulté : PEn−k
(A

(n)
k ) = pqk−1

(R2) : ∀n ≥ N, P (En) =
N−1∑
k=1

pqk−1P (En−k)

3)

• Si l’on utilise (R2) : P (EN ) =
N−1∑
k=1

pqk−1P (EN−k).

∀k ∈ [[1, N − 1]], on a : 1 ≤ N − k ≤ N − 1 ; par suite l’événement EN−k est l’événement
certain.

P (EN ) =

N−1∑
k=1

pqk−1 = p
1− qN−1

1− q
.

P (EN ) = 1− qN−1

• Si l’on n’utilise pas (R2) :

∀k ∈ [[1, N −1]], il est certain que le vainqueur du tournoi n’a pas encore été désigné à
l’issue du k ème duel puisqu’il faut, pour ce faire, qu’un joueur ait obtenu N victoires
consécutives et qu’il y a strictement moins de N duels.

L’événement EN est l’événement ” il y a eu un gagnant du tournoi à l’issue du N ème

duel ”. Cela veut dire qu’il y a eu N victoires consécutives pour un même joueur,
donc cela veut dire que le joueur A0 a gagné contre A1, . . . , AN−1, AN ou A1 a gagné
contre A0, A2, . . . , AN−1, AN .

Notons C0 l’événement ” le joueur A0 a gagné contre A1, . . . , AN−1, AN ” et C1

l’événement ” le joueur A1 a gagné contre A0, A2 . . . , AN−1, AN ”.

EN = C0∪C1 ; réunion de deux événements incompatibles, donc P (EN ) = P (C0)+P (C1).

C0 est l’intersection de N événements ; chacun d’entre eux a pour probabilité q
puisque les joueurs A1, A2, . . . , AN ont perdu. La formule des probabilités composées
donne P (C0) = qN .

C1 est aussi l’intersection de N événements ; le premier a pour probabilité p puisque
A1 a gagné le duel D1, les N − 1 suivants ont pour probabilité q puisque A2, . . . , AN

perdent leur duel. P (C1) = pqN−1.

P (EN ) = qN + pqN−1 = qN−1(q + p) = qN−1
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4)

Soit n ≥ N .

P (En)− P (En+1) =
N−1∑
k=1

pqk−1P (En−k)−
N−1∑
k=1

pqk−1P (En+1−k).

Dans la seconde somme, posons j = k − 1.

P (En)− P (En+1) =
N−1∑
k=1

pqk−1P (En−k)−
N−2∑
j=0

pqjP (En−j)

=

N−2∑
j=1

(pqj−1 − pqj)P (En−j) + pqN−2P (En−N+1)− pP (En)

=

N−2∑
j=1

pqj−1(1− q)P (En−j) + pqN−2P (En−N+1)− pP (En)

= p
N−2∑
j=1

pqj−1pP (En−j) + pqN−2P (En−N+1)− pP (En)

= p
(N−1∑

j=1

pqj−1pP (En−j)− pqN−2P (En−N+1)
)

+pqN−2P (En−N+1)− pP (En)

= p
N−1∑
j=1

pqj−1pP (En−j)− p2qN−2P (En−N+1)

+pqN−2P (En−N+1)− pP (En)

= p. P (En)︸ ︷︷ ︸
d’après (R2)

−p2qN−2P (En−N+1) + pqN−2P (En−N+1)− pP (En)

= p(1− p)qN−2P (En−N+1)

(R3) : ∀n ≥ N, P (En)− P (En+1) = pqN−1P (En−N+1)

5)

Il est clair que Q est continue, dérivable sur R+ en tant que fonction polynomiale.

∀x ≥ 0, Q′(x) =

N−1∑
k=1

kpqk−1xk−1 = p+

N−1∑
k=2

kpqk−1xk−1 > 0 sur R+.

Q(0) = −1, lim
x→+∞

Q(x) = +∞.

La fonction Q est continue, strictement croissante sur [0,+∞[, elle réalise une bijection
de cet intervalle sur son image [−1,+∞[.

Il existe un unique réel rN dans [0,+∞[ tel que Q(rN ) = 0.

Q(1) =
N−1∑
k=1

pqk−1 − 1 = p
1− qN−1

1− q
− 1 = −qN−1 < 0.

Q(1) < Q(rN ) ⇐⇒ 1 < rN par la stricte croissance de Q.

∃ !rN ∈ ]1,+∞[ / Q(rN ) = 0 et Q′(rN ) > 0 (car Q′ > 0 sur R+)

6)

Notons Pn la propriété ; P (En) ≤
(

1
rN

)n−N

et procédons par récurrence.

∀n ∈ [[1, N ]],
(

1
rN

)n−N

= rN−n
N ≥ 1 car rN > 1 et N − n ≥ 0.

page 10 Jean MALLET c⃝ EDUKLUB SA
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Pn est satisfaite pour n ∈ [[1, N ]] puisque P (En) ≤ 1 ≤
(

1
rN

)n−N

d’après ce que nous

venons de voir.

Soit n un entier n ≥ N , donné. Supposons la propriété satisfaite pour tout k ∈ [[1, n]]
(récurrence forte).

D’après la relation (R2) : P (En+1) =
N−1∑
k=1

pqk−1P (En+1−k).

1 ≤ k ≤ N − 1 ⇐⇒ 1 − N ≤ −k ≤ −1 ⇐⇒ n + 2 − N ≤ n + 1 − k ≤ n. On peut appliquer
l’hypothèse de récurrence à P (En+1−k) pour 1 ≤ k ≤ N − 1.

P (En+1−k) ≤
(

1
rN

)n+1−k−N

, donc pqk−1P (En+1−k) ≤ pqk−1
(

1
rN

)n+1−k−N

car pqk−1 > 0.

Par suite,

P (En+1) ≤
N−1∑
k=1

pqk−1
(

1
rN

)n+1−k−N

=
(

1
rN

)n+1−N N−1∑
k=1

pqk−1rkN .

P (En+1) ≤
(

1
rN

)n+1−N

car
N−1∑
k=1

pqk−1rkN = Q(rN ) + 1 = 1.

La propriété est satisfaite au rang n + 1 ; elle est héréditaire ; par principe du
raisonnement par récurrence,

∀n ≥ 1, P (En) ≤
(

1
rN

)n−N

7)

La série de terme général
(

1
rN

)n−N

est une série géométrique, de raison 1
rN

∈ ]0, 1[

puisque rN > 1. Elle est donc convergente. On a : 0 ≤ P (En) ≤
(

1
rN

)n−N

.

Par comparaison des séries à termes positifs, la série
∑

P (En) est convergente

D’après la relation (R3), pour n ≥ N ,
n∑

k=N

(P (Ek)− P (Ek+1)) =
n∑

k=N

pqN−1P (Ek−N+1). Après ” télescopage additif ”, il vient,

P (EN )− P (En+1) =

n∑
k=N

pqN−1P (Ek−N+1). Posons j = k −N + 1 ;

P (EN )− P (En+1) = pqN−1

n−N+1∑
j=1

P (Ej). D’autre part lim
n→+∞

P (En+1) = 0 puisque la série

est convergente, donc en passant à la limite pour n → +∞ (pas de problème de
convergence), on obtient

P (EN ) = pqN−1

+∞∑
j=1

P (Ej), d’où
+∞∑
n=1

P (En) =
P (EN )

pqN−1
=

1− qN−1

pqN−1
.

+∞∑
n=1

P (En) =
1− qN−1

pqN−1

8−a)
En−1∩En est l’événement : à l’issue du duel Dn−1 il n’y a pas de vainqueur du tournoi
et à l’issue du duel Dn il y a un vainqueur du tournoi ; cela veut dire qu’il a fallu
exactement n duels pour obtenir le vainqueur du tournoi.

∀n ≥ 2, (X = n) = En−1 ∩ En
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8−b)
∀n ≥ 2, En−1 = (En ∩En−1) ∪ (En ∩En−1)

= En ∪ (En−1 ∩ En) car En ⊂ En−1, donc
P (En−1) = P (En) + P (En ∩ En−1) par suite

∀n ≥ 2, P (X = n) = P (En−1)− P (En)

∀n ≥ N, P (X = n) = pqN−1P (En−N ) d’après (R3)

On peut remarquer que 2 ≤ n ≤ N − 1 =⇒ P (X = n) = 0 puisque P (En) = P (En−1) = 1.

Cela permet de affirmer que X(Ω) = {0} ∪ [[N,+∞[[.

Pour n ≥ N,

nP (X = n) = npqN−1P (En−N )

≤ npqN−1
(

1
rN

)n−2N

d’après la question 6)

≤ pqN−1
(

1
rN

)−2N+1(
n
(

1
rN

)n−1)
On reconnait en

(
n
(

1
rN

)n−1)
la dérivée d’une série géométrique de raison 1

rN
, série

qui converge (vu question 7)). La série
∑

pqN−1
(

1
rN

)−2N+1(
n
(

1
rN

)n−1)
converge

donc. Par comparaison des séries à termes positifs, l’encadrement

0 ≤ nP (X = n) ≤ pqN−1
(

1
rN

)−2N+1(
n
(

1
rN

)n−1)
permet de conclure que la série∑

nP (X = n) est convergente.

E(X) existe puisque la série est absolument convergente

E(X) = 0× P (X = 0) +
+∞∑
n=N

nP (X = n)

=
+∞∑
n=N

n(P (En−1)− P (En)) d’après le point précédent

=
+∞∑
n=N

(nP (En−1)− nP (En))

= lim
n→+∞

n∑
k=N

(kP (Ek−1)− kP (Ek))

n∑
k=N

(kP (Ek−1)− kP (Ek)) =
n∑

k=N

(
(k − 1)P (Ek−1) + P (Ek−1)− kP (Ek)

)
=

n∑
k=N

(k − 1)P (Ek−1)−
n∑

k=N

kP (Ek) +
n∑

k=N

P (Ek−1)

=
n−1∑

j=N−1

jP (Ej)−
n∑

k=N

kP (Ek) +
n∑

k=N

P (Ek−1)

= (N − 1)P (EN−1)− nP (En) +

n−1∑
i=N−1

P (Ei)

=
N−1∑
k=1

P (Ek)− nP (En) +
n−1∑

i=N−1

P (Ei)

car P (Ek) = 1 pour 1 ≤ k ≤ N − 1

= P (EN−1) +
N−2∑
k=1

P (Ek)− nP (En) +
n−1∑

i=N−1

P (Ei)

= 1 +
n−1∑
k=1

P (Ek)− nP (En)
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D’après 6), 0 ≤ P (En) ≤
(

1
rN

)n−N

= rN−1
N

(
1
rN

)n−1

, donc 0 ≤ nP (En) ≤ rN−1
N n

(
1
rN

)n−1

.

La série
∑

n
(

1
rN

)n−1

converge (déjà vu), donc lim
n→+∞

n
(

1
rN

)n−1

= 0 et par en-

cadrement lim
n→+∞

nP (En) = 0.

E(X) = 1 +
+∞∑
n=1

P (En) = 1 +
1− qN−1

pqN−1

=
pqN−1 + 1− qN−1

pqN−1
pqN−1

=
1 + qN−1(p− 1)

pqN−1

E(X) =
1− qN

pqN−1

Partie III : calcul de P (En)

1)

R(X) = (qX − 1)Q(X) ; Q(z) = 0 =⇒ R(z) = 0.

R′(X) = qQ(X) + (qX − 1)Q′(X) ; Q(z) = Q′(z) = 0 =⇒ R′(z) = 0.

L’égalité XR′(X) − NR(X) = (N − 1)X − N implique (N − 1)z − N = 0, c’est-à-dire
z = N

N − 1
= 1 + 1

N − 1
. On en déduit que z ∈ ]1,+∞[ ; par unicité, on aurait z = rN

avec par conséquent Q′(rN ) = 0, ce qui est contradictoire.

D’après le théorème de d’Alembert-Gauss, les racines de Q sont simples, donc
distinctes et au nombre de N − 1.

2−a)
La linéarité de f est évidente, nous la laissons au soin du lecteur.

f(S) = 0 ⇐⇒ ∀k ∈ [[1, N − 1]], S( 1zk
) = 0 ; le polynôme S admet N − 1 racines distinctes

puisque les zk sont deux à deux distincts. Or S ∈ CN−2[X] ; donc S est le polynôme
nul. Il en résulte que f est injective. Or dimCN−2[X] = dimCN−1 = N − 1, donc

f est un isomorphisme de CN−2[X] dans CN−1

2−b)

∀k ∈ [[0, N − 2]], f(Xk) = (( 1z1
)k, . . . , ( 1zj

)k, . . . , ( 1
zN−1

)k). D’où la matrice A de f dans les

base canoniques de CN−2[X] et CN−1.

A =



1 1
z1

. . . ( 1z1
)k . . . ( 1z1

)N−2

... 1
z2

( 1z2
)k ( 1z2

)N−2

...
...

...
...

1 1
zj

. . . ( 1zj
)k . . . ( 1zj

)N−2

...
...

...
...

1 1
zN−1

( 1
zN−1

)k ( 1
zN−1

)N−2


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tA =



1 1 . . . 1 . . . 1

1
z1

1
z2

1
zj

1
zN−2

...
...

...
...

( 1z1
)k ( 1z2

)k ( 1zj
)k ( 1

zN−2
)k

...
...

...
...

( 1z1
)N−2 ( 1z2

)N−2 ( 1zj
)N−2 ( 1

zN−2
)N−2


2−c)

Le système s’écrit matriciellement ; tA


x1
...
...

xN−1

 =


P (E1)

...

...
P (EN−1)


A inversible implique tA inversible. L’égalité précédente équivaut à

x1
...
...

xN−1

 = (tA)−1


P (E1)

...

...
P (EN−1)

.

Le système précédent admet une unique solution notée (α1, . . . , αN−1)

3)

• Pour tout n ≥ N , posons vn =
N−1∑
k=1

pqk−1un−k.

vn =
N−1∑
k=1

pqk−1
N−1∑
j=1

αj(
1
zj

)n−k−1 (par définition de la suite (un))

=
N−1∑
k=1

N−1∑
j=1

pqk−1αj(
1
zj

)n−k−1

=

N−1∑
j=1

N−1∑
k=1

pqk−1αj(
1
zj

)n−k−1 (interversion des ordres de sommation)

=

N−1∑
j=1

αj(
1
zj

)n−1
N−1∑
k=1

pqk−1( 1zj
)−k

=
N−1∑
j=1

αj(
1
zj

)n−1
N−1∑
k=1

pqk−1(zj)
k

=
N−1∑
j=1

αj(
1
zj

)n−1
(
Q(zj) + 1)

=
N−1∑
j=1

αj(
1
zj

)n−1

∀n ≥ N, vn = un ⇐⇒ ∀n ≥ N, un =
N−1∑
k=1

pqk−1un−k
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• Procédons par récurrence. Notons Pn la propriété ∀k ∈ [[1, n]], uk = P (Ek).

∀n ∈ [[1, N − 1]], P (En) =
N−1∑
j=1

αj(
1
zj

)n−1 d’après la résolution du système précédent.

Donc P (En) = un par définition de la suite (un).

La propriété est satisfaite pour tout n ∈ [[1, N − 1]].

Supposons la propriété satisfaite pour un entier n ≥ N − 1 donné.

un+1 =
N−1∑
k=1

pqk−1un+1−k d’après le point précédent.

1 ≤ k ≤ N − 1 ⇐⇒ 1 − N ≤ −k ≤ −1, donc n −N + 2 ≤ n + 1 − k ≤ n. Par hypothèse de
récurrence qui s’applique, un+1−k = P (En+1−k), donc

un+1 =

N−1∑
k=1

pqk−1P (En+1−k) = P (En+1) d’après la propriété (R2). La propriété Pn+1 est

satisfaite ; c’est l’hérédité.

Par principe du raisonnement par récurrence,

∀n ≥ 1, un = P (En) =
N−1∑
k=1

pqk−1un−k =
N−1∑
j=1

αj(
1
zj

)n−1
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