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Aucun document n'est autorisé.

Aucun instrument de calcul n'est autorisé.

l.énoncé comporie 7 pages.

Les candidats sont invités & solgner la présentation de leur copie, 3 metire en gvidence les
principatix résultats, 4 respeciter fes notations de Pénonce of i donner des démonstrations
compietes - mais bréves ~ de leurs affirmations.

8¢, au vours de Pépreuve, un candidat repére ce qui fui semble éire une erreur d'énoncé, it
{e signale sur sa copie et poursuft sa composition en expliguant les raisons des initigtives
qir'if est amené & prendre.
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EXERCICE 1

Soit n € N*, on note £ Pensemble des fonctions f: R - R telles qu'il existe
deux polynémes P. Q) appartenant A R, ., X avec :

Ve € R, flo)=zPz)+xln{x)Q(x)

Pour tout entier & € {1, ...n}, on pose :

{Rg ..... s R _ {Rf;_ - R
Ug ! - PR <1 R I

T z o ()

Pour toute fonction f appartenant 4 F, on note ¢ (f) la fonction définie sur =
par

1. Prouver que & est un é{ ~espace vectoriel et que I == Veek (uy, 1. v, 00
(¢ est-a-dire que E est Uespace vectoriel engendyé par les fonictions uy. vy, .o, o0

 On admettra gue la famille B = (41, vy .. %, 1y ) €8t une base de I

2. Justifier que chaqgue fonction f de £ se prolonge en une fonction continue
sur Ry et, pow tout b & {1, ...n}, calenler o {ug) et ¢ ()

3. Démontrer que - est linéaire. En déduire que ¢ (f) € F lorsque f € F.
4, Eerire la matrice de ¢ dans la base B.
5. 1 endomorphisme ¢ est-il bijectif 7 Quelles sont ses valeurs propres?

6. Soit f &€ £ un vectenr propre de i associé a la valenr propre A, On suppose
gue A est non nul et on (..ons_aldore la fonction g définie sur R par:
£
Ve e R, g(x) = 1/’\/‘_f{f.)a‘fﬁ.
i

\Iozmm gque g est constante sur R* En dédnire Pexpression de la fonetion

ff {£) dt puis celle de f.
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7. Pour chaque valeur propre A de ¢, déterminer la dimension de Pespace propre
de ¢ associé A la valeur propre A L'endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?

EXERCICE 2

On rappelle que Ia fonction I' d'Euler est définie sur 10, +oc| par :

Yr=0, Mz)= /tﬁ’”}‘e'“*dt
0

On admettra que I est de classe O sur 0. +ocf et que :

o
vk e N, Yre|0 +oo], ¥ ()= f (In(t)y* et dt
b
On pose pour tout + € {0, +oc! ¢
o s . " Mix)
L) =Tz} et V()= L'{r)= o
b o
1. Justifier que, pour tout 2 > 0 et tout & ¢ N, Pintégrale / (In(t))" e~ 14t
o
est convergenie.
2. Exprimer ['{z + 1} en fonction de x et de I' {x). Eu déduire que :
| o 1
Yo & |0, 4+oc]., Tao+1)— Plx) = -

puis préciser la valeur de ¥ {n + 2) — ¥ (n) pour n ¢ N*.

3. A Paide de I'iuégalité de Cauchy-Schwarz, établir que :

A 2 A A

W{x, A) € (Ri)z / m{tye Mt ] < /(in (N e i /e"“rtr'w'ldt

6 g i
4. DPémontrer que :

Yz el 4o, (IV{(z)® < T)(x)

puis justifier que la fonetion ¥ est croissante sur |0, 00|,
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5. Soit a € 10,11,

(a) Prouver que pour tout 2 2 1:

L
k=1
ok

0S¥ n+1+a)-¥n+l-a)<¥(n+2) - Vin).
. . ) i
{b} Etablir gque la série ——s €8t convergente et calculer sa somne
N2 - g
ria

en fonction de ¥ et de a.

PROBLEME

Sotent p un réel appartenant a Pintervalle 10. 1 et N un entier naturel supérienr
ouégal 43 Onpose g=1—p.

Ou considére un tournol réunissant une infinité de joueurs Ag, A4, Ay ... . W
qui saffrontent dans nue série de duels de 1a fagon snivante

o Ay et Ay saffrontent durant le duel vuméro 1. Le perdant est éliminé du
tournol, le gagnant reste en jeu;

¢ Lc¢ gagnant du premtier duel participe au duel numéro 2 durant lequel il
affronte le joueur Ay. Ce duel se déroule de mauiére analogue, et ne dépend
du duel précédent que par Pidentité du jouenr affrontant A, Le perdant est
éliminé dn tournod, et le gagnant du jeu participe au duel numéro 3 contre
le jousur Ay et atust de suite;

e Pomr tout £ € N", le joueur A, participe au duel vuméro &, quil pewt
remporter avec une probabhilité p, son adversaire durant ce duel pouvant
remporter le duel avec la probabilité ¢ = 1 — p,

s Est désigné gagnant du tournol, le premier jouenr. s’ v en a un. gui gague
N jenx suecessifs lors du touruod

Pour tout entder naturel 7, ou considere 'événement E,, 1 « le gagnant du tournel
1'a pas cucore été désigné A Pissue du duel numéro n »,
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PARTIE I : Etude d’un cas particulier.

1. Simulation des duels, Rappelons que 1a commande random crée aléatoire-
ment un réel appartenant & Uintervalle [0, 1] (qui suit en outre la loi uniforme
sur {1 1]).

a) Kerire une fonction DUEL en Turbo-Pascal qui ¢1éé un nombre aléatoire
i

. . ) ) , T
et renvole 1 si ce nombre aléatoire est strictement inférieur & E ef
sinon.

{b) Ecrire nne fonction TEST _VICTOIRE en Turbo-Pascal qui, 3 trois
nombres «. b. ¢ fournis par Putilisateur, renvoie TRUE si les trols sont
égaux, FALSE sinon.

{¢} Eerire un programme TOURNOI en Turbo-Pascal simulant wn four-
el et renvoyant le nombre de duels nécessaires pour que le tournoi
dispose d'un vainqueur {c'est-d-dire un candidat ayant remporté 3 vie-
toires consécutives). Indication : §i on souhaite, on pourra utiliser les
fonetions DUEL et TEST VICTOIRE en les répétant convenablement
Jusqu it ce que TEST VICTOIRE sur trois DUEL consécutifs renvoie
TRUE.

2. Créer a liste des gagnants possibles pour chacun des trois premiers duels
sous la forme dun tableau de la forme suivante -

numéro
du joueur
gagnant
le duel
________ |
duel i 0
dusi 2 G
duel 3 Y

Déterminer les probabilités P {E)), P(Fy) et P {3}, Veérifier que :

: i R S
PEy) = 5P (B2) + TP (Ey).
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3. En considérant le nombre de victoires déja obtenues par le vainquenr du duel
mnnéro 7, démonirer que pour toud entler naturel n 2 3, on a ¢

1
+ 1 P(E.).

(Ry): PE,) = %p(@wi)
4, Justifier Uexistence de quatre réels A, g, 7y, 9 fels que
Wn 22, PUE,) = A +prg.
Le calcul explicite de X et 1o w'est pas demandé. Caleuler . hmx P(E,).

5. Que vaut la probabilitée P (ﬂ E'n) ? Quelle est Ia probahilité de Pévénement
n==2

« le tournoi désignera un vainqueur » 7

PARTIE IT : Etude du cas général.

On revient au cas général @ p désigne wn réel quelcongue de 0, 1 et N est un
entier supérieur on égal & 3. On considére le polvndme () défini par

Nl

Q(X) = (qu‘* 1};*‘) —1.

oo

1. Pour tout entier k € {1....N — 1}, on note A" Pévénement : « a Iissue du
n-iéme duel, le vaingueur du n-itme duel a obtenu exactenient b victeires ».
Justifier 'égalité :

W1t = J\u pA(n] (En) =F (fi:,.gk) .
i

2. Etablir que pour tout n = N, on a:

N
(Ry): P{E) =Y pd*'P(E.).
fra]

3. Caleuler P{Fy), ... P{F~_1). En déduire que :
P(Ey)=1-¢"""

4. Soit n = N. Démontrer la relation :

(Ra): PUE,) ~ P(Eyis) = pg™ " P (B xst)
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5. Prouver que I'équation Q () = 0 posséde une unique solution s intervalle
0, +o0]

On note désormais ry cette solution. Justifier que
v >1 et Qlryl>0

6. A I'aide de la relation (Ry) (guestion 11.2), établir que :

T

n—=N

7. Etablir la convergence de la série E P{E,) puis, en sommant la rela-
el

tion (Rs) (question 1L4) sur tous les entiers 1 > N, donner Ia valeur de

Y P(E,).
raen

8. On définit X la variable aléatoire égale an nombre de duels qui ont eu lien
an moment de la proclamation du vainqueur du tournei. On couviendra que

A == 0 s le tournol n'a pas de vainqueur.

(a) Soit » = 2. Justifier que les événeinents (ﬁfn_.._I i 15'7;-;.) et (X =n} sont
Sgalx.

{h) Dommmvr que X admet une espérance et exprimer £ {X'} en fonction

PARTIE 111 : Calcul de P (E,).

Les hypotheses et définitions introduites & la partie H sont conservées, Les
résultats de la question TL5) pourront étre utilisés librement {méme si la preuve
1'a pas été effectuée).

1. On considére le polynome
R{X)=1~X+pg¥ X%
et on admet que @

(@X ~DQX) = R(X) o XR(X)—NR(X)=(N-1X- AN

Soit z un complexe tel que

Qz)=0 et Q(z)=10.
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une contradiction.

Par conséquent chaque racine complexe de @ est de multiplicité 1 done.
d'apres le théoréme de ' Alembert Gauss, il existe N — 1 complexes non nuls
et distinets 21, ... zyv_y tels que :

. On considére Papplication linéaire

AT DG ()

o1l zy, .., y-1 sont les N — 1 racines distinctes de @)

{a) Prouver que f est un isomorphisme,
{b) Ecrire sa matrice A dans les bases canoniques de Cx.p [X] et CVL
Fxpliciter * 4 {la fransposée de A).

{¢] En déduire que le systéme ;

1 T']_ —+ - ‘I‘_\ 1 _{} { _l:l]
£ S
_}_i_ e Nl P i[_} { Lrlg}
(S) . Zy TN

admet une unique solution {q;, ..

. Solent {cy, .. on.y) Punique solution du systéme (8} {cf. question TI1.2¢).

on considére la suite {u,,},.,, définie par :

o QN - 1y
VR 2l U= e b o E o (—) .
= : ) - i Toed i N

Fe=t w7

Montrer que pour fout 2 N o

Al

. o
Ty P4 Upp ke
1

Iin déduire gue pour tout n 2 1

PE,) =t
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CORRIGE

Le langage Pascal n’étant plus au programme, nous n’avons pas traité les
questions d’informatique.

EXERCICE I

1)

Vi€ B, 3(P.Q) € (RanlX]) /Va>0, f(z) = 2P(x) + 2Q(x) .
n—1

* 3(ag,...,an-1) ER™ / P =Y apX".
k=0

* J(by,...,bp_1) ER™ / Q= Zkak
Ve >0, f(x Z apzt Tt + Z bz Inz
= Zak_lxk + Zbk_lsck Inz
_Zak 1ug(x +Zbk 102
= (Z ag—1uk + Zbkfwk)(fﬂ)
k=1 k=1

n n
Donc Vf € E, f= Zak_luk + Zbk_lvk 2 f € vect(uy, vy, U, Vay ..y Up, V).
k=1 k=1

L’inclusion réciproque est évidente, donc

E = vect(u1,v1, U, Va2, . .., Up, Up)
2)
Par croissances comparées, lim zlnz = 0, donc lim f(x) = 0. La fonction f se
zao z—0

prolonge par continuité en 0 puisque sa limite y est réelle.

R T |
o Vz>0, Vke[Ln] (p(u)(z) = x/ot dt =120 = ).

Vk € [[1,71]]7 @(uk) = %‘Hlﬂﬁ

page 1 Jean MALLET (©) EDUKLUB SA
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T

o Vz > 0, Vk € [L,n], (p(v))(z) = 1/tklntdt. L’intégrale est impropre en 0
0

uniquement puisque ¢ +— t*Int est continue sur R*.

Puisque k& > 0, lim, t"Int = 0 par croissances comparées, l'intégrale est faussement
t—0

impropre, donc convergente.

En conclusion Vz > 0, Vk € [1,n], (¢(vr))(z) = %/t’“ Intdt existe.
0

Calcul : soit I(a) = / thIntdt pour a > 0 et k € [1,n]. Faisons une intégration par

parties :

u(t) = th = u(t) = %Htkﬂ ;o(t) = Int = /(1) = % Les fonctions u et v sont de

classe C' sur R7, l'intégration par parties est légitime.

Ia) = [l’;kfl lnt]z - ;&kdt
=y - e Gt -

alirél+ I(a) = ]fli:ll Inx — 0 _: 1)2xk+1 car alirng a*1na =0, donc
/Oa;k Intdt = xli:ll Inz — T j 1)2xk+1 et par suite
(plor)e) = e = G’ = ) - g @

VE € [1,n], o(vg) = 3 ! VU — 1 5 Uk

+1 (k+1)
VEk € [1,n], o(ur) = %uk et o(vg) = ST — 5 Uk
+1 S

3)

Vk € [1,n], o(ux) et ¢(vx) appartiennent a E. Tout élément f de E est combinaison
linéaire des wu, et des wvp. La linéarité de ¢ résulte de la linéarité des intégrales

convergentes, donc ¢(f) appartient a E. | ¢ € L(E)

4)
La matrice de ¢ dans la base C = (uy,v1,u2, v, ..., Ug, Vg, .. ., Upn, vy,) €L
page 2 Jean MALLET (c) EDUKLUB SA
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11
2 71 0
1
0 5 0
11
0 3 -9
1
0 3 0
A= 0 1 1
k+1 (k+1)2
_1
0 Kl
o
0 11
n+1 (n+1)?
1
0 0 n+1

5)
La matrice A est triangulaire supérieure ; aucun terme diagonal n’est nul, donc A
est inversible

¢ est un automorphisme de £

D’apres la lecture de la matrice A4, | spect(f) = {%7 . Jlr 1}

6)

x

Vz > 0, g(z) = 27X / f(@)dt. La fonction g est dérivable sur R*% comme produit de
0
fonctions dérivables sur R*.
V>0, ¢'(z) = —%m_%_l/f(t)dt—i—x_%f(x)
0
_1 B 1
a3 [+ r@)
_1 1
= —1a 3 (p(N))(@) + 23 f(@)
= Lo N0 @) + 273 S (@)
puisque f est un vecteur propre de ¢ associé a A
= 2 X (@) +a X f(z) =0
La fonction g est constante ; il existe C € R / Vo > 0, g(z) = C, ce qui équivaut a
&> /f(t)dt — ¢, puis & /f(t)dt — Cz. En dérivant on obtient f(z) = Cax L.
0 0

A

A . 1
f vecteur propre associé & A implique 3K € R* / Va >0, f(z) = KzXx !

1
k+1

On a montré que E_1 (p) C vect(uy). D’apres les résultats de la question 2),
k+1

Donc f vecteur propre associé a A = implique f € vect(z¥+171) = vect(uy,).

vect(ur) C E_1 (p). Par suite

k+1

Vk e [l,n], E_1 ()= vect(ug)

k+1

page 3 Jean MALLET (c) EDUKLUB SA
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7)
Vk € [1,n], dimE 1 (p) =1 ; donc ZdlmE 1 (p) =n:or dimE = 2n, donc
k+1 1 +1
¢ n’est pas diagonalisable
EXERCICE II
1)
+oo
L’intégrale I, = (Int)*e~*"~1dt est impropre en 0 et +oo uniquement car la fonction

0
fr :t = (Int)ke ¥~ est continue sur ]0,+oo[ en tant que produit de fonctions
continues sur cet intervalle.
e Emo.
fx(®) 5 (Int)*t¥=1 = t3(Int)k+2~'. Par croissances comparées, lirél+ t2(Int)* = 0, par
t—
suite : fi(t :o(t%*l) _ 1
il )(0) =3
1
< 1; cela implique que / 11 —dt converge d’apres le critere de Riemann.
ot 2

x>0<:>1—%

Par la regle de négligeabilité pour les intégrales impropres, / fx(t)dt converge.
0

e En —+00.
Int)k : . , Int)*
frt) = %e‘ttl. Par croissances comparées, Em(nt) =0 = fk(t)( = )o(e‘ttg”).
o] +oo
+oo +oo . . —+oo
Or / e trdt = e~ t* 114t converge d’apres les lois gamma, donc / e ttrdt
0

0 1
converge ; par la regle de négligeabilité pour les intégrales impropres, l'intégrale
+oo
fr(t)dt converge.
1

+o00
/ fr(t)dt et fk( )dt convergent implique fe(t)dt converge
0]

2)
“+oo

e Rappelons que I'(z +1) = / t e dt.
0

b
Soit a et b deux réels strictement positifs et I(a,b) = / t*e~'dt. Faisons une intégration

par parties.

u(t) =t% = u/(t) = 2t 1 ; V'(t) = e~ «<=v(t) = —e~t. Les fonctions u et v sont de classe
C' sur R%, I'intégration par parties est légitime.

b b
I(a,b) = [ft“"e*t} +:c/txfle*tdt

b
_ _b:ce—b + a%e~@ + x/tm—le—tdt
a
Par croissances comparées, lim b%° = 0 ; de plus lim a®e™® = 0 puisque z > 0.
b—+o0 a—0t

Donc

page 4 Jean MALLET (c) EDUKLUB SA
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—+oo
lim I(a,b) :x/ t*le~tat.
. 0

Ve >0, D(x+1) =2l(x)

o V>0, L(x+1) = InTl(z+1) = Inz + InT'(z) = Inz + L(z). D’ou, par dérivation,

L'(z+1)= % + L'(z), c’est-a-dire

Ve >0, U(x+1) :%—F‘I/(x)
© Vn>0, U(n+2)—Wn)=U(n+2) - U+ 1)+ Un+1) - Um) = Lo+ L
3)

/O?mt)ettwldt = /OA<(1n t)e_%t%) (e_%tzT_l>dt.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

(/Ojé(tlnt)e—'ftﬂ'f—ldt)2 < /OA((lnt)eét%l)th x /OA(eétzzlfdt, soit

A 5 A A
(/(lnt)e—tﬂ—ldt) g/(lnt)Ze_tt’_ldtx/e_ttg”_ldt
Q Q Q

4)
e Les trois intégrales sont convergentes d’apres I’énoncé, donc en faisant tendre A
vers +oo, on obtient

“+o00 2 “+oo +o0
(/ (lnt)e_tt’”_ldt) g/ (lnt)ze_ttx_ldtx/ e~t*~Ldt ou encore
0 0 0

Vz >0, (I'(z))? <T"(z).I'(z)

[(z).I"(x) — (I'(2))?
(I'())?

La fonction ¥ est croissante sur R7

o V>0, ¥(ir)= > 0, donc

5-a)
e Procédons par récurrence. Soit n > 1 et P, la propriété :

n:ikziaz = (1 +0) =¥ -0)) = (¥ +1+0) ~ ¥(n+1-0a)).

e S =— = a( e a) (vérification facile)
a

2
=5 (Va+ 1) - Wa+2)) + 5 (V2 -0) - (1 —a)) daprés 2)

= (V1 +a) - (1 - a)) - 5 (V2 +a) - V2 - a))

La propriété est satisfaite pour n = 1.
e hérédité : supposons la propriété satisfaite pour un entier n > 1 donné.

1
S, T
+ + (n+1)2—a?
1 1
- %(\If(l-i-a)—\ll(l—a)) - %(\Il(n—i—l—&-a) —m(n+1—a>)
1 N .
—_ ar hypothese de récurrence
+(n T1)? a2 (p yp )
1 o _L 1 . 1 ;. . . ;1
Wi e ~ % (n s e a) (vérification immédiate)
page 5 Jean MALLET (o) EDUKLUB SA
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1 1
PosonsA:—%(\I/(n+1+a)—‘1/(n+1—a)>+m'
1 1 1 1
%<\Iln+1+a ‘I’(n+1_a)>_%(n+l+a_n+l—a)
1 1 1
%<\I/n+1+a m*(‘l’(n+1*a)+m))
%(W n+2+a)— \I/(n+2—a)> d’apres 2)
Donc
1
Sut1 =5 (V1 +a) = (1 —a)) + 4

— (V1 +a) - (1)) - 5 (¥ +2+0) ~ U +2-a))

La propriété est héréditaire et par principe de récurrence,

Ya €10,1[, Vn > 1, L(g(14+a)—T(1-a)) - 2 (T(n+1+a)—T(n+1-a)
;kQ 2a( ) Qa( )

e acl0,1[= n+14a<n+2. Par croissance de ¥ (question 4)), ¥(n+1+a) < ¥(n+2).

n+1—a>n puisque 1—a > 0, donc ¥(n+1—a) > ¥(n), ou encore —¥(n+1-a) < —¥(n).
En ajoutant les deux inégalités, il vient, en tenant compte encore de la croissance
de ¥ pour la minoration,

0<¥(n+1+a)—¥(n+1-a)<V(n+2)—V(n)

5-b)

5 1 i. D’apres le critere de Riemann, la série Z % est convergente. Par
n

n? — a2 (+00) n?
comparalson des séries a termes pOSltlfS la série Z

est convergente.
n — (l

1 1

e

D’apres la question 2), ¥(n +2) — ¥(n) =

1t

+
D’apres le point précédent, 0 < ¥(n+1+a) — (n +1-a) < 1 Le théoreme
W(n+

+ 1
- n+ 1 n:
d’encadrement donne 11r+n U(n+1+a)— —a)=0.
n—-+0oo

D’apres la question 4), Z i i .- 21a (\I/(H-a) \Il(l—a)> = —% <\I!(n+1+a)—\I!(n+1—a)),

k=1
donc lim (Z = 1 — - o (U(1+a) - W(1- a))) —0.
k=1
La série Z 5 est convergente et Z = ﬁ(\lf(l +a)—¥(1l—a))
n>1 = n= 1 Cl
PROBLEME

Partie I : étude d’un cas particulier

1-a)
Hors programme.
1-b)

Hors programme.
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1-¢)
Hors programme.

2)

duel 1 0| 0| O O] 1| 1] 1] 1

duel 2 0| 0| 2| 2| 1| 1| 2] 2

duel 3l 0 3| 2| 3| 1| 3| 2| 3

Une explication : la troisieme colonne veut dire 4, gagne le premier duel contre 4,
puis il joue contre A, et perd et A, gagne le troisieme duel contre As.

E; et B, sont des événement certains, donc P(E;) = P(E;) = 1.

E3 est 'événement : A, gagne ses 3 duels ou A; gagne ses trois duels ; P(E3) =2 x %,

1
donc P(E3) =1 - 1= %
Il en résulte immédiatement que | P(E;) = % P(Ey) + % P(E)
3)
E, est réalisé si et seulement si le vainqueur de D, a obtenu 1 ou 2 victoires
consécutives.

Le vainqueur de D, a obtenu exactement 1 victoire veut dire que 4, a gagné D,
contre A,_; ou A,_» ; cela veut dire que E,_; est réalisé (car alors E,_, 'est a coup
sur) et que A4, a gagné D,. Donc

La probabilité que le vainqueur de D, ait obtenu exactement une victoire est
P(E, 1) % 3

Le vainqueur de D, a exactement 2 victoires consécutives veut dire que A, _; est le
vainqueur de D,; cela veut dire que E,_, est réalisé (auquel cas le duel suivant a
lieu) et que A, _; gagne les duels D,_; et D,.

La probabilité que le vainqueur de D, ait obtenu exactement deux victoires
consécutives est P(FE,_5) x %

E, étant la réunion de ces deux événements incompatibles,

¥n >3, P(Ey) = $P(En_1) + 1 P(En2)

4)
La suite (P(E,)) vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre 2. Son équation
caractéristique est :

7"2—%7"—%:0{:}47”2—27”—1:0. Les racines sont r, = 1+4\/5 et ry = 174\/5.
D’apres le cours, 3 (A, u) € R? / Vn > 1, P(E,) = M} + pri.
2<\/5<3<:>%<7"1<1 ; on a aussi —%<r2<—i ; par suite |r| <1 et |ra| < 1.
Par conséquent, lim r{' = lim r} =0.
n——+oo n—-+oo
lim P(E,) =0
n—-4o0o
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5)
vn €N, E,,; C E, car s'il n'y a pas de vainqueur a l'issue du duel D, 1, il ne pouvait y
en avoir a l'issue du duel D,,. La suite (E,) est décroissante pour l'inclusion ; d’apres
le théoreme de la limite monotone,

+00
P(() En) = lim P(E,) =0
n=1

n—+00

Remarque : les événement E; et E, sont des événements certains, donc
+oo +oo +oo
(VEn=()En={()En
n=1 n=2 n=3

Notons V I’événement : le tournoi désigne un vainqueur.

V est réalisé «= 3In >3 / E, est réalisé. Par suite

“+oo “+o0
V=|JE.= ﬂ E,

n=3 n=3

+oo

P(V)=1-P(() E,) =1 d’apres le résultat de la question 4).

n=3

La probabilité que le tournoi désigne un vainqueur est 1

Partie II : étude du cas général

1)
Il y a dans cette question un probléeme manifeste. En effet,

Vk € [1,N —1]. Si I’événement A,i”) est réalisé, cela veut dire que le vainqueur du duel
D,, a gagné k duels consécutifs. Puisque k < N, a lissue du duel D, il n’y a donc

pas de vainqueur, donc A c E,,. PA£">(E”) =1
2)

N—-1
E, = |J (A" N E.).
k=1

En effet, En est réalisé si et seulement si le duel numéro n a lieu et le vainqueur de
ce duel a obtenu un nombre de victoires (consécutives) strictement inférieur a N,

si et seulement si le duel numéro n a lieu et le vainqueur de ce duel a obtenu un
nombre k < N de victoires,

si et seulement si le duel numéro n — k + 1 a lieu et le joueur A,_,.; gagne les duels

numéros n —k+1,...,n—1,n, (ce qui fait &£ duels)
si et seulement si a l'issue du duel numéro n — k le tournoi n’est pas terminé et le
joueur A, ;.1 gagne les duels numéros n —k+1,...,n—1,n.

Ces événements sont deux a deux incompatibles,
N-—-1
P(E,) =Y PAY NE,)

ol
UL

P(Eq_)Pg, (AY")

I
-

k
1

2

P(E,—1)pg" ™)
=1

b
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Lorsque (E,_;) est réalisé, réaliser A,g") veut dire que le joueur A, ., gagne le duel
Dy—r+1 (avec la probabilité p) et que les k — 1 joueurs A, _gyo,..., 4, perdent le leur
(avec la probabilité q).

La formule des probabilités composées donne sans difficulté : Py, , (A™) = pg~1

N—-1
(R2) :Vn > N, pg" 1 P(E,_)
k=1
3)
N—-1
e Sil'on utilise (R,) : p" " P(En_p).
k=1
Vke[l,N—1], ona:1<N-k<N —1; par suite 'événement Ey_; est I'’événement
certain.
N-1
1— N-1
P(EN) = Z pg* Tt = pquq'
k=1

P(EN) =1- qN_1

e Sil’on n’utilise pas (R») :
Vk € [1,N —1], il est certain que le vainqueur du tournoi n’a pas encore été désigné a

Iissue du k ™ duel puisqu’il faut, pour ce faire, qu'un joueur ait obtenu N victoires
consécutives et qu’il y a strictement moins de N duels.

L’événement Ey est I'événement ” il y a eu un gagnant du tournoi a l'issue du N ®me
duel 7. Cela veut dire qu’il y a eu N victoires consécutives pour un méme joueur,

donc cela veut dire que le joueur Ay a gagné contre A;,...,Axy_1, Ay ou A; a gagné
contre Ao, AQ, Ceey ANfl,AN.
Notons Cy l'événement ” le joueur A, a gagné contre A;,...,Ax_1,Axn 7 et C;

I’événement 7 le joueur A; a gagné contre Ag, Ay..., Ax_1, An "~
En = CoUC; ; réunion de deux événements incompatibles, donc P(Ey) = P(Cy)+P(Ch).

Co est l'intersection de N événements ; chacun d’entre eux a pour probabilité ¢
puisque les joueurs A, As,..., Ay ont perdu. La formule des probabilités composées
donne P(Cy) = ¢

C; est aussi 'intersection de N événements ; le premier a pour probabilité p puisque
Ay a gagné le duel Dy, les N — 1 suivants ont pour probabilité ¢ puisque As,..., Ay
perdent leur duel. P(Cy) = pgV—1.

PEN)=q¢" +pg" 1 =¢" " g+p)=¢"!
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4)
Soit n > N.
N-1
P(En) n+1 Z qu 1P E,_ k Z qu 1P Enii- k)
k=1
Dans la seconde somme, posons j =k — 1.
N-1 N-2
P(E,) = P(Eni1) =Y pgd" 'P(En_y) pe’
k=1 Jj=0
N-—-2 ) )
=Y (g’ " —p¢’)P(Enj) + pg" "’ P(En_ny1) — pP(En)
j=1
N-—-2 )
=D ¢ (1= @)P(Bny) +pg" 2P(By_n+1) — PP(Ey)
j=1
N-—-2
=p Y p¢’ 'pP(En_j) +pg" *P(En_ny1) — pP(Ey)
=1
N1
=p( > pg’ 'pP(En—j) — pg" *P(E, N+1)>
j=1
+qu_2P(En—N+1) _pP(En)
N—-1
=p > pg? pP(En_j) — p*q" 2P(En_n1)
j=1
+qu_2P(En7N+1) _pP(En)
=p. P(E,)  —p*¢"*P(Ep_n41) + pq" 2P(En_n41) — pP(Ey)
d’apres (R2)
=p(1 = p)g" P P(Ep-n+11)
(R3):¥n> N, P(E,) — P(Ent1) = pq" ' P(En—n41)
5)
Il est clair que @ est continue, dérivable sur R, en tant que fonction polynomiale.
N-1 N-1
Vo >0, Q(x) =Y kpd* 2"t =p+ Y kpd* 2"l >0 sur Ry
k=1 k=2
Q) =1, lim Q(x) =

La fonction Q est continue, strictement croissante sur [0, +oo[, elle réalise une bijection
de cet intervalle sur son image [—1, +oo].

Il existe un unique réel ry dans [0, +oc[ tel que Q(ry) = 0.
=Y pi'-1= 1-g" v
=) L — =—q :

Q(1) < Q(ry) <= 1 < ry par la stricte croissance de Q.

Jlry €]1,400[ / Q(ry) =0 et Q'(ry) >0 (car Q' >0 sur R)

6)

n—N
Notons P, la propriété ; P(E,) < (%) et procédons par récurrence.

n—N
Vn € [1, N], (%) =ry ">1lcarry>1et N—n>0.
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n—N
P, est satisfaite pour n € [1, N] puisque P(E,) <1 < (%) d’apres ce que nous
venons de voir.
Soit n un entier n > N, donné. Supposons la propriété satisfaite pour tout k € [1,n]

(récurrence forte).

D’apres la relation (Ry) : P(Epy1) Z p"  P(Eni1_p).

=1
1<k<N-1<1-NK< fkgfl<:>n+27N§n+1fk§n. On peut appliquer
I’hypothese de récurrence a P(E, 1) pour 1 <k < N — 1.

1 n+l—k—N b1 k1 1 n+l—k—N b1

P(Epy1-k) < (W) , donc pg" ' P(E,111) < pg*T (W) car pg"—" > 0.
Par suite,

N-d ey 1 \PHLh-N n+1-N N1
P(Ent1) < ) pq (W) = ( ) g~

k=1 k=1

1\ k—1, .k

P(Epi1) < (W) car qu ry=Q(ry) +1=1.

La propriété est satlsfalte au rang n + 1 ; elle est héréditaire ; par principe du
raisonnement par récurrence,

Vn>1, P(E,) < (%)"_N

7)

n—N
La série de terme général (%) est une série géométrique, de raison -+ € 0, 1|
N N
n—N
puisque ry > 1. Elle est donc convergente. On a : 0 < P(E,,) < (%) .

Par comparaison des séries a termes positifs, | la série ZP ) est convergente

D’apres la relation (R3), pour n > N,
> (P(Ey) — P(Eis1)) = > pg" ' P(Ex_n41). Apres 7 télescopage additif 7, il vient,
k=N =

P(Ey) — P(Enq1) = Z pgN " P(Ey_ny1). Posons j=k—N+1;
k=N
n—N+1
P(En) — P(En41) =pg"~' Y P(E;). D’autre part lim P(E,4,) = 0 puisque la série
= n—-+oo
est convergente, donc en passant a la limite pour n — +oo (pas de probleme de
convergence), on obtient

- _ (N) 1—g¢"!
P(EN 1ZP douZP ) = e
+oo
1— N-1
> P(E) ==
n=1 Pq

8-a)
E,_1NE, est 'événement : a I'issue du duel D,,_; il n’y a pas de vainqueur du tournoi

et a l'issue du duel D, il y a un vainqueur du tournoi ; cela veut dire qu’il a fallu
exactement n duels pour obtenir le vainqueur du tournoi.

Vn>2 (X=n)=FE, 1NE,
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8-b)
VTLZ 2, En,1 = (EnﬂEn,l)U(EinﬂEnfl)
=E,U(E,1NE,) car E,CE, , donc
P(E,_1) = P(E,) + P(E,NE,_1) par suite
Vn>2, P(X=n) =P(E,1)— P(E,)

Vn> N, P(X =n)=pg"1P(E,_y) d’apres (R3)

On peut remarquer que 2 <n < N — 1= P(X =n) =0 puisque P(E,) = P(E,-1) = 1.
Cela permet de affirmer que X () = {0} U [N, +oof.

Pour n > N,
nP(X =n) =npqd" 'P(E,_nN)
n—2N
< npgV—1 (%) d’apres la question 6)
—2N+1 n—1
<m" (7)) )
n—1
On reconnait en (n(%) ) la dérivée d'une série géométrique de raison L gérie
N N

qui converge (vu question 7)). La série > pg"~ 1(&\,) 2N+1(n(%)n71> converge

donc. Par comparaison des séries a termes positifs, ’encadrement

2N+1 n—1 , .
0 < nP(X = n) < qu—l(%) (n(%) ) permet de conclure que la série
ZnP =n) est convergente.

E(X) existe puisque la série est absolument convergente

E(X) =0xP(X=0)+ Y nP(X=

+o00o

= Z n(P(E,_1) — P(E,)) d’apres le point précédent
s
=Y (nP(E,_1) —nP(E,))
n=N
= lim_ > (kP(Ei-1) — kP(Ey)
n—-+oo =N
(kP(Ei—1) — kP(Ey) =Y. (<k — )P(Ey1) + P(Ey1) = bP(E) )
k=N k=N
=Y (k—1)P(Ep_1) - ZkPEk +ZPEk1
k=N
n—1 n n
= JP(E;) = Y kP(Ep)+ Y P(Ep_1)
j=N-1 k=N k=N
n—1
= (N - 1)P(EN71> - nP(En) + P(Ez)
i=N-—1
N-1 n—1
=" P(Ex) —nP(E.)+ Y. P(E)
k=1 i=N—1
car P(Ep)=1pour 1<k<N -1
N-—-2 n—1
= P(Ex-1)+ Y P(Ex) —nP(E,) + P(E;)
k=1 i=N-—1
n—1
=1+ P(Ex) —nP(Ey,)
k=1
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n—N n—1 n—1
D’apres 6)a 0< P(En) < (%) = 7"%71(%) s donc 0 < nP(En) < r%iln(%) .
L. 1 n—1 L . 1 n—1
La série ) n(m) converge (déja vu), donc ngrfwn(m) = 0 et par en-
cadrement lim nP(E,)=0.
n—-+oo
too _ N-1
E(X) =1+ PE,)=1+1"2 _
el prq
N—-1 N-1
+1— _
_ g — ¢ N
_1+¢"p-1)
qu,1
1—qV
E(X) = —x=
qu 1

Partie III : calcul de P(E,)

1)
R(X) = (¢X -1)Q(X) ; Q(z) =0 = R(z) = 0.

RI(X) = qQ(X) + (¢X - 1)Q'(X) ; Qz) = Q'(2) =0 = R'(z) = 0.

L’égalité XR'(X) — NR(X) = (N — 1)X — N implique (N — 1)z — N = 0, c’est-a-dire
N7 =1+ Nl— T On en déduit que z € ]1,+oo[ ; par unicité, on aurait z = ry
avec par conséquent Q'(ry) =0, ce qui est contradictoire.

D’apres le théoreme de d’Alembert-Gauss, les racines de @ sont simples, donc
distinctes et au nombre de N — 1.

2-a)
La linéarité de f est évidente, nous la laissons au soin du lecteur.

z =

f(S)=0<=Vke[l,N-1], S(%) =0 ; le polynome S admet N — 1 racines distinctes

puisque les z; sont deux a deux distincts. Or S € Cy_»o[X] ; donc S est le polynome
nul. Il en résulte que f est injective. Or dim Cy_o[X] = dimC¥~* = N — 1, donc

f est un isomorphisme de Cy_,[X] dans CN-!

2-b)
Vk € [0,N —2], f(X*) = ((2—11)’“,...,(Z%)k,...,(le_l)k). D’ou la matrice A de f dans les
base canoniques de Cy_o[X] et CV~1L.
1 1k 1 \N—2
L (+) (+)
1 1\k 1 \Nn—2
L ) )
A =
1 1k 1 \N—2
L (?j) (Z)
; 1 1: k :1 N-2
1 ZN-1 (ZN—l) (ZN—l)
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1 1 1 1
1 1 1 1
21 29 Zj ZN -2
A= 1 1 1 1
k k k k
Eo e () ()
1 \N-2 1 \N-2 1: N—2 1 \N-2
(v (L (2) (=)
2-c)
T P(Ey)
Le systeme s’écrit matriciellement ; *A =
TN-1 P(En-1)

A inversible implique *A inversible. L’égalité précédente équivaut a

Z1 P(El)
— (tA)—l
TN-1 P(En-1)
Le systeme précédent admet une unique solution notée (ay,...,an_1)
3)
N—-1
e Pour tout n > N, posons v, = Z D A TR
k=1
N—-1 —1
v, =Y pg*t aj(%)”*’“l (par définition de la suite (u,))
k=1 j=1 ’
N—-1N-1 1
=D > " lay(z) !
k=1 j=1
N—-1N-1
=5 3 pgtay(L)"Ft (interversion des ordres de sommation)
=1 k=1 ’
N-1 1 N-1 1
— Z aj(z)n—l qu—l(yj)—k
j=1 k=1
N-1 1 N-1
= ()" ) el ()
j=1 k=1
N—-1 1
= Oéj(yj)”fl Qz) +1)
j=1
N—-1 1
= aj(zijkl
j=1
N-1
Yn >N, v, =u, <= Vn>N, u, = Z p¢"
k=1
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e Procédons par récurrence. Notons P, la propriété vk € [1,n], up = P(Ek).
N-1

vn € [1,N — 1], P(E,) = Z aj(z%)”*l d’apres la résolution du systeme précédent.
j=1

Donc P(E,) = u, par définition de la suite (u,).

La propriété est satisfaite pour tout n € [1, N —1].
Supposons la propriété satisfaite pour un entier n > N — 1 donné.

N-—1
Upy1 = Z pq" ‘uni1_p d’apres le point précédent.
k=1

I1<k<N-1<=1-N<—-k<-1,doncn—N+2<n+1—k<n. Par hypothese de
récurrence qui s’applique, w41 = P(En,y1-1), donc

N-1

Ups1 = Z p" 'P(E,11_1) = P(E,.1) d’apres la propriété (R,). La propriété P, est
k=1

satisfaite ; c’est I’hérédité.

Par principe du raisonnement par récurrence,

N—-1 N-—1
V21w = P(Ea) = Y pa" = Y ag(3)!
k=1

—

<
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