SOMMES DE RIEMANN (I)

Enoncés

Enoncés des exercices

| EXERCICE 1] [Indication ] [Correction |

1 1
Calculer / 22 dz et / 2% dz en utilisant des sommes de Riemman.
0 0

| EXERCICE 2| [Indication] [Correction |

k=pn
Calculer la limite quand n tend vers o0, de S, = Z T (avec p € IN¥).
k=n

| EXERCICE 3] [Indication ] [Correction |

Calculer lim S, avec S, = (C)"/™.

n—-4o0o

| EXERCICE 4| [Indication ] [Correction |

n—-+00

1 n
Calculer lim S,, avec S, = —— Vk.

| EXERCICE 5| [Indication ] [ Correction |

Soit f une application continue sur [0, 1], strictement positive.

1 1
Montrer que / In f(x)de < ln/ f(z)dz.
0 0
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SOMMES DE RIEMANN (I)

Indications, résultats

Indications ou résultats

| INDICATION POUR L'EXERCICE 1| [Retour & I'énoncé]

1 ) 1 no3
. 1 k 1 k
Ecrire / 2?der = lim — =... et / 3dr = lim — =
0 0

n—-+oo N n? n—+oco N n3
k=1 k=1

| INDICATION POUR L’EXERCICE 2| [Retour & I'énoncé]

S,, est une somme de Riemann de f(x) = —, de pas —, sur le segment [1, p)].
x n

Sa limite, quand n tend vers 400, est Inp.

| INDICATION POUR L’EXERCICE 3| [Retour & I'énoncé]

Vérifier que In S, est une somme de Riemann de z — Inz sur [1, 2].

4
En déduire que lorsque n tend vers +o0, 5, tend vers —.
e

| INDICATION POUR L'EXERCICE 4 | [Retour & I'énoncé|

. . 2
Constater que S, est une somme de Riemann de x +— /z sur [0, 1]. Donc lim S, = 3
n—-—+00
| INDICATION POUR L'EXERCICE 5 | [ Retour & I'énoncé]
: 1
Passer par une somme de Riemann de f sur [0, 1], de pas —.
n
Utiliser la concavité de x +— In z, puis passer a la limite quand n — 4oc.
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SOMMES DE RIEMANN (I)

Corrigés
Corrigés des exercices
’CORRIGE DE L'EXERCICE 1\ [Retour a 1'énoncé |
Soit f : [a,b] — IR une application continue par morceaux.
b
k(b —
On rappelle que / f(z)dz = o ( a)>
a n—-roo
— On applique ce qui précede a l’apphcatlon x — 2% sur [0, 1].
1 2
. k i m+1)@2n+1) 1
2 9. _ 2 _
On obtient /0 r dx = nl_l)I_{loo - ; 5= nkrfm 3 Z k n_l&loo 62 =3
1 n 13 2
1 k (n+1) 1
A 310 i & L L 3 _ 1
_Dememe/ox dx—nl_lgloon;n?)—ngrfwMZk ngrfoo FRCREE
]CORRIGE DE L'EXERCICE 2\ [Retour a 1'énoncé |
1 k
Posons f(z) = —, et ¢, =1+ —, avec k € {0,n(p —1)}.
x n
Les coefficients ¢, forment une subdivision réguliére de [1,p], de pas —.
n
1 1 n(p—1)
A tati Sp = - - .
vec ces notations, Z r = k 1 n Z fcxr)
k=n k=0 5 k=0
On reconnait une somme de Riemann de f sur le segment [1, p|.
1 P
Sa limite, quand le pas h = — tend vers 0, est / f(z)dz = [lnz]} =Inp.
n
np 1 !
C ion : Ui - = .
onclusion nEI—Poo . Inp
k=n
| CORRIGE DE L'EXERCICE 3] [Retour & I'énoncé]
1. 2n)! 1 1 » 1. =n k R k
Onaln$, =1 —1( k):—l (1 —):— 1(1 —>.
hat nn(n!) n n'H(+) nnkl;ll +n nk;n +n
Ainsi In S, est une somme de Riemann de z — Inz sur [1,2].
2
4
On en déduit liril InS, = / Inzdr=[rlnr—2]] =2In2—1=In-.
n——+00 1 e
: 4
Conclusion : lorsque n tend vers 400, S, tend vers —.
e
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SOMMES DE RIEMANN (I)

Corrigés
’CORRIGE DE L'EXERCICE 4\ [Retour a I'énoncé |
1~ [k .
On constate que S,, = — Z — est une somme de Riemann de x +— +/z sur [0, 1].
n n
1 9 1
On en déduit lim S, / Vrdr = [gx\/ﬂ = -
n—-+oo 0 0

CORRIGE DE L'EXERCICE 5| [Retour & I'énoncé]

k
Soit n > 1 un entier, et la subdivision de [0, 1] définie par z; = —.

n

1 !
On sait que la somme de Riemann S, = — Z In f(zy) vérifie lim S,, = / In f(x)dz
N =1 0
1
x +— Inx est concave donc S, <In S/, avec S/, = — Z f(zg). Or lim S;, = / f(z)dz
n—oo 0
1 1
Quand n — +o0, I'inégalité S,, <1n S], donne donc / Inf(z)de <In [ f(z)dx.
0 0
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