ECRIQQI\E/IE 2004 I EXERCICE

1 EXERCICE

Soient f la fonction numérique de la variable réelle définie par :

1

V$€R, f(l’):\/ﬁ

et (u,) la suite de nombres réels déterminée par :

{ Uy = fol f(z)dz

Vn € N*, un:folsc”f(a:)d:c

—

On note C; la représentation graphique de f, relativement a un repere orthonormal <O, f, j)

1.1 Etude de f.

1. Montrer que la fonction f est paire sur R

2. Etudier les variations de f sur I'intervalle [0, +00]

3. Déterminer la Imite de f lorsque = tend vers +oc.

4. Montrer que f est bornée sur R

5. Donner l'allure de C;

6. Montrer que f rélaise une bijection de l'intervalle [0, +oo[ sur un intervalle J & préciser.

7. Pour tout y de I'intervalle |0, 1], déterminer 'unqiue réel z appartenant a l'intervalle [0, +-00[ tel que

f(x)=y

8. Déterminer alors la bijection réciprogie f—*

1.2 Calcul d’aire

On considere la fonction numérique F' de la variable réelle x définie par :
F(z)=1In (:Jc—i— Va?+ 1)

Pour tout réel A strictement positif, on note A (A) l'aire (exprimée en unité d’aire) du domaine constitué
par I'ensemble des points M (z,y) tels que :

A<z <2\ et 0<y< f(x)

ainsi

2\
A =K f (z) de
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1.3 Etude de la suite (u,,) . 2 EXERCICE

1.

2

Montrer que :
VieR, xz+Vz2+1>0

En déduire 'ensemble de définition de F.

. Montrer que F' est une primitive de f sur R

Montrer que F' est impaire sur son ensemble de définition.
Déterminer la limite de F' lorsque x tend vers +o00. En déduire la limite de F' quand x tend vers —oo

Exprimer A (\) en fonction de A et calculer la limite de A (\) lorsque A tend vers +o0.

Etude de la suite (u,,).

. Calculer ug et u;.

. Effectuer une intégrationpar parties et calculer us.

3
x y X

V14 22 -7 \/1—1—1:2)

(On pourra remarquer que

. Déterminer le sens de variations de la suite (u,) .

Montrer que la suite (u,) est convergente. (On ne cherchera pas sa limite dans cette question)

Justifier I'encadrement suivant :

:L.TL
Veel0,1], VneN, 00<——<2a"
0.1 V1422

en déduire que :
1

vneN, 0<u,<
n+1

Déterminer alors la limite de la suite (u,)

EXERCICE

Dans cet exercice, on étudie I'exponentielle d’'une matrice pour une matrice carrée d’ordre 3, puis d’ordre

2.

2.1

Exponentielle d’'une matrice carrée d’ordre 3.

Soient A et P les matrice définies par :

1.

2.

11 1 2 1 1
A= -11 1], P=| -1 2 -1
—2 0 -2 1 -1 1

Montrer que la matrice P est inversible et déterminer P~!

On pose T = PAP .

a) Calculer la matrice T'

b) Calculer T2, T3, puis T™ pour out entier naturel n > 3.
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2.2 Exponentielle d’'une matrice carrée d’ordre 2. 2 EXERCICE

3. En déduire que :
Vn >3, A"=0

ou 0 désigne la matrice nulle d’ordre 3.

4. Pour tout réel ¢, on défint la matrice F (t) par :
t2
E(t) :]+tA+§A2
ou I désigne la matrice unité d’ordre 3.

a) Montrer que :
V(t,t) R, EM)E()=E(t+1)

b) Pour tout ¢ réel, calculer E' (t) E'(—t) . En déduire que la matrice E (t) est inversible et déterminer
son inverse en fonction de I, A, A2, t.

c¢) Pour tout ¢ réel et pour tout entier naturel n, déterminer [E ()" en fonction de I, A, A%, t et
n.

2.2 Exponentielle d’'une matrice carrée d’ordre 2.

Soient B et D les matrices définies par :

0 -1 10
2=z 5) =02
Pour tout entier naturel n nonnul, et pour tout réel ¢, on définit la matrice E,, (¢) par :

E,(t) = Z Z—]jBk que l'on note E, (t) = < an () ¢ (1) >
k=0

1. Montrer que B est diagonalisable.

2. Déterminer une matrice () d’ordre 2, inversible telle que
Q'BQ=D

3. Pour tout entier naturel n, montrer que :
n 2—2" 1—-2"
B :(2n+1_2 2n+1_1>

4. Montrer que :

" otk — (2t)"
k=0
exprimer de méme b, (t), ¢, (t), d, (t) sous le forme d’une somme.
5. Déterminer les limites de a, (t), b, (t), ¢, (t), d, (t) lorsque n tend vers +o0.
6. Pour tout t réel, onpose alors :

lim b,(t) lim d,(t)

n—-+4o0o n—-+o0o

sy () dm0)
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a) Montrer que . o o
2¢t — e e —e
E(t) = ( 2e2 — 2¢! 2e% — ¢t )

b) Déterminer les matrice F; et FEs, telles que pour tout ¢ réel on ait :
E (t) = etEl + €2tE2

c) Calculer F?, E2, E\Ey, E>yE;.

d) En déduire que pour tout t réel, F (t) est inversible et déterminer son inverse.

3 Exercice

3 EXERCICE

Une personne envoie chaque jour un courrier électronique par 'intermédiaire de deux serveurs : le serveur

A ou le serveur B.

On constate que le serveur A est choisi dans 70% des cas et donc que le serveur B est choisi dans 30% des
cas. (Ce qui revient a dire que la probabilité pour que le serveur A soit choisi est de 0.7). Les choix des

serveurs sont supposés indépendants les uns des autres.

1. Dans cette question, on suppose que la probabilité d’une erreur de transmission avec le serveur A

est de 0.1, alors que la probabilité d’erreur de transmission avec le serveur B est de 0.05.

a) Calculer la probabilité pour qu'’il y ait une erreur de transmission lors de I’envoi d’un courrier.

b) Si le courrier a subi une erreur de transmission, quelle est la probabilité pour que le serveur
utilisé soit le serveur A ?

. Un jour donné, appelé le jour 1, on note les différents serveurs utilisé par I'ordinateur par une suite
de lettres. Par exemple, la suite AABBBA... signifie que les deux premiers jours 'ordinateur a
choisi le serveur A, les jours 3. 4 et 5 il a choisi le le serveur B, et le jour 6 le serveur A. Dans cet
exemple, on dit que I'on a une premiére série de longueur 2 et une deuxiéme série de longueur 3 (Ce
qui est également le cas de la série BBAAAB...)

On note L4 la variable aléatoire représentant la longueur de la premieer série et Lo la variable aléatoire
représentant la longueur de la deuxieme série.

Ainsi, pour k£ > 1, dire que L; = k signifie que pendant les k£ premiers jours, c¢’est le méme serveur
qui a été choisi et le jours suivant ’autre serveur.

a) Jusitifier soigneusement la formule :
VE>1 P(Li=k)=(0.3)"(0.7) + (0.7)"(0.3)
b) Vérifier par le calcul que

+00
d pLi=k) =1
k=1

c¢) Déterminer I'espérance mathématique de L;.
d) Déterminer la loi du couple aléatoire (Ly, L) .

e) En déduire la loi de Ly
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3 EXERCICE

3. Soit n € N*. A partir d'un jour donné, que 1’on appelera le jour 1, on note : N, la variable aléatoire
représentant le nombrede fois ou 'ordinateur choisit le serveur A pendant les n premiers jours, T} le
numéro du jour ou pour la premiere fois le serveur A est choisi et T5 le numéro du jour ou pour la
deuxieme fois le serveur A est choisi.

a) Déterminer la loi de IV, son espérance mathématique et sa variance.
b) Déterminer la loi de T}, son espérance mathématique et sa variance.
¢) Montrer que
VE>2, P(Ty=k) = (k—1)(0.7)% (0.3
4. Le temps de transmission en seconde d’un message par le serveur A est une variable aléatoire Z qui
suit une loi exponentielle de parametre 1.

Le prix en euros W de cette trammission, est calculé de la facon suivante : on multiplie la durée de
transmission en seconde par 0.1 euro, auquel on ajoute une somme forfaitaire de 1 euro.

a) Rappeler une densité f; de Z ainsi que sa fonction de répartition F.

b) Quel est le temps moyen (en seconde) de la transmission d’un message par le serveur A

d

(S

)
)
¢) Exprimer W en fonction de Z.
) Montrer que mW est une variable al&atoire a densité. En déterminer une densité fy,
)

Déterminer ’espérance de la variable W.

5. On suppose que le temps de transmission d’un message en seconde par le serveur B est representé
par la variable aléatoire X dont une densité de probabilité f est donnée par :

ft)=te/?sit>0
f{t)=0 sit<0

+o0
(On rappelle que / e *12qt = g )
0
a) Vérifier que f est bien une densité de probabiltié.
b) Déterminer la fonction de répartition Fiy de X.

c¢) Calculer l'espérance de la variable X.
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ECRICOME 2004 1

ECRICOME 2004 VOIE E

CORRIGE

EXERCICE NUMERO 1

1.1 Etude de f

1.
On constate que f est bien définie sur R car Vo € R, 1+ 2% > 0. De plus (-2)? = 22,
donc f(x) = f(—=x).

La fonction f est paire

2.
z — 1+2? est continue, dérivable sur R ( c¢’est une fonction polynomiale)et a valeurs
dans R™* , 2 +— ﬁ est continue, dérivable sur R**, donc par composition z \/117332
est continue, dérivable sur R.

f est continue, dérivable sur R
Ecrivons , Vo € R, f(x) = (1 +x2)*% ;
o) = 221+ a2 = 21423 = - T (Cette quantité est

2
négative ou nulle sur R*.
La fonction f est strictement décroissante sur R

1+ 22)V1+4 22

3.
im (1 2%) = +o0, donc Jlimf(a) =o.
4.
Dressons le tableau de variations de f sur [0, 0o[ puis sur R.
{0 400 x| —oo 0 +o9
ft N 0 f 10 / 1 \ 0

Il apparait sur le tableau de variations que vz € R*, 0 < f(z) < 1. La fonction f est
paire, donc on peut conclure :

La fonction f est bornée sur R et on a Vx € R, 0 < f(z) < 1.
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2 ECRICOME 2004

5.
Allure de la courbe :

} }
_j_l, =
JE , VE

6.

f est continue, strictement décroissante sur lintervalle [0,4+oc[, donc c’est une

bijection de cet intervalle sur son image J = ]0;1] d’apres le tableau de variations.

7.

On sait, d’apres la question précédente, que Vy € )0;1], Nz € [0,+c0] / y = f().

Déterminer f~' c’est exprimer z en fonction de y (car y = f(z) <=2 = f~'(y)). On va

donc résoudre dans [0, +oo[ I'équation y = —L— d’inconnue z, pour y € ]0,1]. Dans
[0, +o0o[ I'eq V= A z, pour y € ]0,1]

ces conditions,

1 1
=0 = Vita?=:
Y V14 a? Yy
— 1+x2:i2(cary>0)
Y
2
= xQZ%—lzlizy<20 carye]o;l])
) )
a2
= |z|= L 2y
)
2
Comme z > 0, on obtient z = 172?’ (car z >0).

Y

D’apres ce que nous venons de dire :

vy e 10;1), F(y) = 1;—y

1.2 Calcul d’aire

1.

On sait que Vz € R, 1+22 > 22, donc, puisque la fonction racine carrée est strictement
croissante sur R*, on obtient : Vz € R, va? > V1422, soit |z| > V1 + 2.

D’autre part, Vo € R, —z < |z|. En effet,

* Siz>0, |z|=x, —z<0et'on a —z <z, donc on a bien —z < |z|.
* Siz<0, |z|=—-z>0, donc a fortiori —z < |z|.
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ECRICOME 2004 3

En résumé : vz e R, —z < |z| <1+ 22

On en déduit : Vz € R, —x < V1 +22, ce qui donne | Vz € R, 4+ v1+22> 0.

2.

Il est clair qu’alors F : = — In(z + v1+22) est bien définie sur R. De plus
r — x +V1+22 est continue dérivable sur R et a valeurs dans R**, donc par
composition z — In(z + v/1 + 22) est continue dérivable sur R.

e ——
V14 2?

T+ V1+ a2

z+V1+a?
V1+ 22
x4+ V14 z?

VreR, F'(z) =

1
V1+a?

Vz € R, F'(x) = f(z) : F est une primitive de f sur R

3.

Vz € R, —x++/1+ (—x)2 > 0, d’apres la question 1. ; donc Vo € R, —z + 1+ 22 > 0.
On peut donc écrire

+V1+z?)(—z+ V14 22)
VreR, x+V1+a2 = (@
—z+V1+a?

_ —2 4+ 1422
—z + V1 + 22
I S
—z+ V14 2?
1
—x+ /14 (—x)?

Donc In(z + V1 + 22) = 1n( n \/11+(7)2
. —

Ve e R, F(z) = F(—x) : F est impaire.

) = —In(—z + /1 + (—2)?)

4.

Il est clair que lirf (x + 1+ 22) = 400, donc par composition : 1113 F(z) = 4+
T—T00 T— 100

Puisque la fonction F est impaire, | lim F(z) = — lim F(z) = -

5.

Par application de la formule fondamentale du calcul intégral,
A\ = [F(:c)} jA =In(2A + VAXZ + 1) — In(A + VA2 + 1)

Sous cette forme la limite de A()\) en +oo se présente sous la forme indéterminée

oo — 00
1 AN +1
DA+ VAN FT= A2+ $VAR +1) = A(2+ [ car A> 0= A= V¥
A~ 2
De méme A +vVA2+1= )\(1 +,/2 ;2’ 1)
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4 ECRICOME 2004

AQ
=In(\) +In (2 + 4>\2/\j— 1)
In ()\ + m) =In(A) +1n (1 + AQ; 1)

Donc

42 +1 A +1
AW \/ )

lim ln 2+1/4+)\2 n(24++v4) =Ind et lim ln(1+ 1+%>zln(1+1):ln2, donc

A——+o00 A——+o00

lim A(A\)=In4—-In2=1n2.
A—+o00

1.3 Etude de la suite (u,)

0

1
Uy = L _dx = \/1—1—:5‘21:\/5—1‘ u =v2-1
' /om [ Jo g

2.

dz. Effectuons une intégration par parties :

1 3
u3:/ z
0o V14 a2

u(z) = 2* = u/(x) =2z ; ' (x) = \/1:5_72 < v(z) = V1 +22. Les fonctions u et v sont
xr

de classe C* sur [0, 1], donc
ug = [2? 1—|—x2 /2xx/1+x2dx—f J

J
Calcul de J : effectuons un changement de variable. Posons z(z) = 1 + 22, alors
dz = 2/(z)dx = 2zdz. Les nouvelles bornes sont 1 et 2. On obtient :

/\[dz = %z%}j
-3(22-1)=3(2v2-1)
u31ﬂ77<2\@71) %7\/5:2—\/5

3 3

Upt1 — Up = /1 " f (z)dx — /1 " f(x)dx

0 0

1
= / (x" M f(x) — 2" f(x))dz ( linéarité de I'intégration)
0

1
:/ 2™z —1)f(z)dx
0

On sait que vz € [0;1], 0 < 2" <let x—1 <0, donc z"(z—1) < 0. De plus vz € R, f(z) >0
donc a fortiori sur [0;1] :
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ECRICOME 2004 5

Conclusion Vz € [0;1], 2"(z —1)f(z) < 0.
On integre cette inégalité entre 0 et 1 , les bornes sont dans l'ordre croissant, on

1
conclut que / a™(x —1)f(z)dx <O0.
0

Vn €N, u,y1 —u, < 0. La suite (u,) est décroissante

4.

1
Il est clair que vz € [0;1], 2™ f(z) > 0, donc / 2" f(x)dz > 0 (bornes dans l'ordre
0

croissant)

La suite (u,,) est décroissante, minorée par 0 : d’apres le théoréme
des suites monotones bornées, la suite (u,) est convergente.

5.
On sait d’apres la question 1.1.4 que Vz € R, 0 < f(x) < 1, donc

Vz € [0;1], 0 < f(x) < 1. Multiplions cet encadrement par 2™ > 0 sur [0;1], on obtient
0 < z™f(x) < 2. Intégrons cet encadrement entre 0 et 1 (les bornes sont dans 1'ordre
croissant), il vient :

1
Ogung/x”dx,soit 0<u, < 1
0

=n+1
6.
On a lirf =71 =0, donc par le théoreme d’encadrement | 1im v, =0
n—100 n—-+o0
EXERCICE NUMERO 2
2.1 Exponentielle d’une matrice carrée d’ordre 3
1.
Réduisons la matrice P a une matrice triangulaire avec les opérations de Gauss.
2 1 1 2 1 1 2 1 1
-1 2 -1 =10 5 -1 =0 5 -1
1 -1 1 Ly—2Lo4i \ () —3 1 ) Ls—>5Ls+3L2 \ Q0 0 2

L3——2L3—L]

Cette derniere matrice est triangulaire supérieure, aucun terme diagonal n’est nul :
elle est inversible.

La matrice P est inversible

xr
Calcul de P! : Nous allons résoudre I’équation Y = PX d’inconnue X = | y | avec
z
a
Y =|0b | . Cette équation équivaut au systeme :
C
2r+y+2z =a 2r4+y+2 =a
—x—2y—2z =b ___ Sy—z =a+2b
r—ytz =c ozttt | 3yts = —at2e Le—dLetils
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6 ECRICOME 2004

2e4+y+2z =a
5y—z =a+2b

2z = —2a+6b+ 10c
La résolution donne :
z =—a+3b+5bc
Yy :%(z—l—a—i—?b):%(—a+3b+5c+a+2b):b+c
x :%(af —z)= %(afbfc+a—3bf5c):a72b73c
T 1 2 -3 a
Matriciellement ce résultat s’écrit : [ y | = 0 1 1 b
z -1 3 5 c
1
Pl = 0
-1 3 )
2
2 1 1 1 1 1 1 -2 -3
T =1-1 2 -1 -1 1 -1 0 1 1
1 -1 1 -2 0 -2 -1 3 5
2 1 1 0 2 3
=(-1 2 -1 0o 0 -1
1 —1 1 0 -2 -4
0 2 1
T=({0 0 -1
0 0 O
0 0 -2
Un calcul immédiat donne 72 =0 0 0 | et T3 =(0).
0 0 0
Vn>3,3peN /n=3+p;alors T" =T3TP = (0)T? = (0).

3.

On sait que T = PAP™! < A = P~!TP car les matrices P et P~! sont inversibles.
Dong, c’est un résultat de cours classique, ¥n € N, A" = P~1T"P,

Il s’ensuit que ¥n >3, A" = P~1(0)P = (0).
4-a)
V(t,t') €R?, on a:

/ 2 42 / t'? 42
EQE({) =I+tA+5A)I+1'A+ 5 A7)

_ / 2 42 I A2 t2 43 2 42, at? 3 tzt’2 4
—I—f—tA-l-fA + +tA+tt'A -l—t—A +7A —l—t7A =A
—I+(t+t')A+( it 4L )A2 +(0)

=I+(t+t)A+ <t+t) A?

V(t,t') e R%, EQ)E(t') = E(t +t')

4-b)
E(0) = I, donc Vt € R, E(t)E(— t) = E(0) = I d’apres le a). Cela suffit pour affirmer
que E(t) est inversible et (E(t))~! = E(-t).
-1 t2 42
VteR, (E(t)'=I-tA+54
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ECRICOME 2004 7

5)

Procédons par récurrence et montrons que | ¥n € N, (E(t))" = E(nt)

Initialisation : Cette égalité est satisfaite pour n =0 puisque E(0) = I = (E(t))° par
convention ; elle est évidemment satisfaite pour n = 1.

Hérédité : supposons qu’il existe k € N tel que cette égalité soit vraie pour k.
(E(t)*! = (E(t))*E(t) = E(kt)E(t) (par hypothese de récurrence) et, en appliquant le
a) pour t et t' = kt, on obtient :

E(kt)E(t) = E(kt +t) = E((k + 1)t), soit finalement (E(t))**' = E((k + 1)t). La propriété
est héréditaire : Par le principe du raisonnement par récurrence, on peut
affirmer

VneN, (E(t)" = E(nt) = I + (nt)A +

2.2. Exponentielle d’une matrice
1.

Cherchons les valeurs propres de B ; soit A € R : X\ est valeur propre de B si et
seulement si la matrice B — A\l n’est pas inversible.

B AI—<)‘ 1) (2 3)\> (2 3—\ >
A\ = - -
2 3-)) o7 \-» -1 ooz, N0 =2+ A3 -21)

Cette matrice est triangulaire ; elle n’est pas inversible si et seulement si —24+\(3—)\) =
0, soit —A\2 43X —2 = 0. Cette équation a une racine évidente A = 1 et 'autre est donc
A=2,car —A2+3Xx—-2=(A—-1)(2-\).

La matrice B € M3(R), elle admet 2 valeurs propres
distinctes, elle est donc diagonalisable ; une condition
suffisante est satisfaite

2.

La matrice D est diagonale et sur sa diagonale on reconnait les valeurs propres de
B, donc B est semblable a D. Pour déterminer P il faut chercher une matrice
de passage. Placons nous dans F = R? muni de sa base canonique et considérons
f € L(FE) dont la matrice dans la base canonique est B et cherchons une base de
E constituée de vecteurs propres de f. Soit v = (z,y) € E. u € Ker(f — \1d) <=

(f = A1d)(u) = (0,0) soit (B — \I) <Z) = (0). D’apres le calcul précédent cela revient a

2 3—A z\ . . 22+ (3B-XNy =0
<0 _2+>\(3_>\)> (y) = (0). On obtient le systeme : {()\_ DE-Ay =0
Notons E(), f) = Ker(f — A1d).

*  Pour A =2 on obtient : 2z +y =0, soit u = (z, —2z) = x(1, —2).

E@2,f)={u=2(1,-2) € E / z € R}, donc | E(1, f) = vect((1,-2)).

*  Pour A =1 on obtient : z +y =0, soit u = (z, —z) = x(1, -1).

E(Lf) = {U = 1‘(1, _1) S / HS R}a donc E(17f) = VeCt((la _1))~

Les vecteurs u; = (1,-2) et up = (1,—1) forment une base de E, ce sont des vecteurs

propres de f associés respectivement a A =1 et A = 2. Si I'on note Q = (_11 _12),

on sait, d’apres le cours, que
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D=Q 'BQ

3.
On a (c’est un résultat classique ) : B=QDQ™' et Vn € N, B" = QD"Q~'.

Calcul de Q! : on résout I'équation ¥ = QX d’inconnue X = (;) avec Y = (Z)

Cette égalité équivaut au systeme :
{ T+y =a { r+y =a
gy — _
—r—2y =b Loe—LotLs -y =a+b

Donc y = —a —b et 2 = 2a + b. Matriciellement cela s’écrit : (;) = ( T > <a>'

-1 -1
_ 2 1
o=(4 4)

On sait d’apres le cours (ou on montre facilement par récurrence) que :

L (1™ 0\ _(1 0
Vn €N, D _<O 2n>_<0 2n),donc

me (L) (0 83

(4 (2 5

g_( 2-? 1—2n
- 72+2n+1 71+2n+1

4
: Nk [ 2-2F 12k
Pour tout entier n € N, E, (t) 7};}@ (2+2,€+1 4ok
2tk — (2t)* th — (2t)F
- k! k!
- Z —2tF £ 2(20)F  —tF +2(2t)F
= K Kl

"otk — (2t)* "tk (2t)F
P D D -
_ k=0 k=0
“L otk 1 2(20)F s —th 4 2(2t)F
> X w
k=0 k=0
"L otk — (2t)F " —2tF 4 2(2t)*
On a donc  a,(t) = Z % o bp(t) = Z %
k=0 k=0
"Ltk (2t)F C—tF 4 2(2t)F
cn(t) = Z%  da(t) :Z%
k=0 k=0
5
"otk — (2t)* "Lk s (26)F
Ona a()= =—=—=2> 5~ 27
k=0 k=0 k=0

On reconnait deux sommes partielles de séries exponentielles : la premiere est la série
exponentielle de somme e? et la seconde de somme e?'. Donc d’apres les opérations
sur les sommes de séries convergentes, on a lim an(t) = 2e' — .

n—-1+:0oo

De méme lim b,(t) = —2¢' +2e* ; lim c,(t) =€’ —e* et lim d,(t) = —e' + 2e*.

n—-—+00 n—-4o0o n——+oo
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6- a)
Il suffit de remplacer :

Vt € R, E(t) =e'E; + e By

6- c)
Un calcul sans difficultés donne : E? = By, E2 = By, E1Ey = E2E; = (0).
6-d)

E(t)E(t,) = (etEl + €2tE2)(6t,E1 + €2tlE2)
=elel B2 + el E1 By + el By Ey + e?te?t E2
_ 6t+t’E1 + 62(t+1t’)E2

V(t.t) € R2, E(OE(t) = B(t+).

6-e)
On remarque que E(0) = E; + E; = I, donc Vt € R, E(t)E(—t) = E(0) = I.

vt € R, E(t) est inversible et (E(t))~! = E(—t)

EXERCICE NUMERO 3

1- a)
Notons E : (¢il y a une erreur dans la transmission » ; A : <¢ le serveur A est choisi”
et B : < le serveur B est choisi’ .

Les événements A et B forment un systeme complet d’événements, donc
d’apres la formule des probabilités totales

P(E) = P(A)PA(E) + P(B)Pg(E) = 0,7 x 0,1+ 0,3 x 0,05.

P(E) =0,085.

1-b)
On veut Pg(A)

Po(A) = P(ANE) _ P(A)Ps(E) _ 0,07

P(E) ~  P(E) 0,08
70 _ 14
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_a)

Notons pour k > 1, Ay I'événement : <¢ le serveur A est choisi au jour numéro k£ > et
By 'événement : ¢ le serveur B est choisi au jour numéro k£ »> . On a alors

(L =k)=(A1N...NAxNBpy1)U(BiN...N By N Apyq). L'événement (L = k) apparait
comme la réunion de 2 événements incompatibles, donc
P(Ly = k) = P(AyN...N Ay N Bpy1) + P(By N ...N B, N A1) ; les choix se font

de maniere indépendante, donc P(A; N...N Ay N By1) = P(Ay) - P(Ay)P(Bry1) et
P(BiN...NBxyNAgy1) = P(By) -+ P(Br)P(Ar+1), ce qui donne

Vk €N, P(L, = k) = (0,7)%0,3 + (0,3)%0,7

2-b)

Les séries de termes généraux (0,7)%0,3 et (0,3)%0,7 sont des séries géométriques
convergentes car leurs raisons respectives sont 0,7 et 0,3 ; la série de terme général
(0,7)%0,3 + (0,3)*0,7 est donc convergente (somme de 2 séries convergentes ) et on a
donc :

—+oo +oo
> P(Ly = k) Z )%0,3 + (0,3)%0,7)
k=1

+oo +oo
=> (0,7%0,3+ > (0,3)%0,7
k=1 k=1
~0,7.0,3 | 0,3.0,7

“1-07 1-03 %7*03
—+o0
> P(Ly =k)=1: L est bien une variable aléatoire discrete
k=1

2—c)

La variable L; admet une espérance si et seulement si la série de terme général
kP(L, = k) est convergente (I’absolue convergence est implicite car c’est une série

a termes positifs). Or kP(L; = k) = k(0,7)%0,3 + k(0,3)%0,7 = O,3.0,7(k;(0, 7)’“—1> +

0,3.0,7 (k;(O 3)k‘1) et l’on reconnalt deux séries géométriques dérivées premieres :

k(0,7)*1 et k(0, ) , toutes les deux convergentes (leurs raisons valent respective-
ment 0,7 et 0,3). onc I'espérance E(L,) existe et vaut :
+oo
E(L)) =0,3.0, 7Zk(0, TE+0,3.0,7) k(0,34
1
1 1
=0,3.0, 77 0,3.0,7———=
PO T o e T T 0, 3y
_07.03_7. 3.
=03to7 - 3t7°

2-d)
Soit (k,n) € N*2, 'événement (L, =k, Ly = n) est

(L1 =k, Ly :n) = (A1ﬂ...ﬂAkﬂBk_Hﬂ...ﬁBk+nﬂAn+k+1)U(Blﬂ...ﬂBkﬂAk+1ﬂ...ﬂ

Agin N Buyrr1) 5 ¢’est done la réunion de 2 événements incompatibles et par suite :

P(Ll =k, Ly :TL) :P(A1ﬁ...ﬂAkﬁBkHﬂ...ﬁBHnﬂAnMH)—kP(Blﬂ...ﬁBkﬂAkHO
<N Agin N Byikt1) ; les événements A; et B; sont indépendants puisque les choix du

serveurs se font de maniere indépendante ; il en résulte que :

P(Ly =k, Ly = n) = (0,7)%(0,3)0,7 + (0,3)(0, 7)"0, 3
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V(k,n) € N*2, P(L, =k, Ly =n) = (0,7)*+1(0,3)™ + (0,3)**1(0,7)"

2-e)
Tout d’abord, Ly(Q) = N* ; on obtiendra la loi de L, comme loi marginale du couple
(Ly, L) : soit n € N*, on a donc :

+o0
P(Ly=n) =Y P(Li =k Ly=n)

k=1
—+oo

((0,7)"1(0,3)" +(0,3)"*1(0,7)")

k=1
ior?k-‘rl §03k+1
k=1 k=1
(0,7)?
—-0,7

(Sommes de deux séries geometrlques : la premiere de premier terme (0,7)% et de
raison 0,7, la seconde de premier terme (0,3)? et de raison 0,3).

=(0,3)"1 +(0,7)"1 ( )2

Vn € N*, P(Ly =n) = (0,7)%(0,3)" " + (0,3)2(0,7)"!

3- a)
Le nombre de fois ou la serveur A est choisi pendant les n premiers jours est un
entier entre 0 et n : donc N, (Q) = [0,n]. Les choix se faisant de maniere indépendante
les uns des autres, la variable N, (qui compte en quelque sorte le nombre de succes -
choix du serveur A - au cours de n expériences de Bernoulli, identiques et effectuées
de maniere indépendante) suit une loi Binomiale de paramétres neto,7.

H, < B(n;0,7) : E(N,)) =0,7n et V(N,) = 0,21n

3-b)
T, est la variable qui compte le nombre d’épreuves de Bernoulli (choix du serveur)
effectuées jusqu’a obtention du premier succes : 7y suit une loi géométrique de
parametre 0, 7.

Soit N e N* (Ty =n) = B;n...NB,NA,,;. Par indépendance des choix, P(T} = n) =
(0,3)".0,7. D’apres le cours,

0,3
B(T) = gt = 2 et V(1) = =55 = 29

0.7 (0,72 49
3-¢)
To(Q) = [2,+o0] . VK € [2,+[, (T2 = k) = CxN A, ou Cj, est I’événement : (¢ au cours des
k—1 premiers jours le serveur A a été choisi exactement une fois » . Cet événement

est (Nk,1 = 1) Donc (T2 = k) = (Nk,1 = ].) NA.
Appliquons la formule des probabilités composées :
P(Ty =k) = P(Ny—1=1)Py,_,—1)(Ax)

= (k—1)(0,7)(0,3)*20,7
car les événements (N,_, = 1) et A, sont indépendants.

Vk > 2, P(Ty =k) = (k—1)(0,7)2(0,3)"2
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4-a)
D’apres le cours, on peut prendre pour densité f; de Z, la fonction définie par :

{0 wt<o0 {0 Vt<0
fZ(t){et VE> 0 et alors Fz(t){l—et Vi 0

4-b)
C’est 'espérance de Z c’est-a-dire 1.
4-c)
Onaw=0127+1
4-d)

Ve R, P(W <t)

P0,1Z +1< 1)
P(0,1Z <t—1) (on multiplie alors par 10 > 0)
— P(Z <10(t — 1))

Vi eR, Fw(t) = Fz(10( — 1))

On sait que t — 10(t — 1) est continue sur R ; Fz est continue sur R, donc par
composition Fy : t+— Fz(10(¢t — 1)) est continue, sur R.

Fy est de classe C! sur R* ; ¢ +— 10(t — 1) est de classe C! sur R — {1} est a valeurs dans
R*, donc par composition t — Fz(10(t — 1)) est de classe C* sur R — {1}.

Vi <1, Fly(t) =0 et vVt > 1, Fjj,(t) = 10e~100¢~D

La fonction de répartition Fy de la variable W est
continue sur R, de classe C* sur R — {1} : W est donc
une variable & densité

On prendra donc fw(t) = Fj(t) pour ¢t # 1 et fu(1) = 0 (C’est notre choix).
Explicitons :

0 vi<1 <
Fw(t) = { B wsl

_J0
1—e 1001 wp>1 7 done. fu (1) _{106_10(t_1) vt > 1

4-e)
Reprenons 'expression de W du ¢) : W = 0,1.Z + 1. Par linéarité de 1'espérance,
EW)=0,1E(Z)+1=0,1x1+1:

E(W)=1,1

5-a)

2 . . A :
x bt —% est continue sur ]0, +oo[ (c’est une fonction polynémiale ); exp est continue

2 2
sur R, donc t — e~7 est continue sur 10, +o00[. Il s’ensuit que t — te~7 est continue
sur ]0,+oo[ . Il est clair qu’alors f est continue sur R*.

Remarque : f(0) =0, 111251+ f(t) = 111251+ f(t) = 0, donc f est continue au point ¢ = 0.
_— t— t—
rappelons que cette propriété n’et pas exigible pour avoir une densité.

f est continue sur R

* 1l est clair que f est positive ou nulle sur R
+oo +oo
*  Sous réserve de convergence, f(t)dt = f(t)dt car sur | —o0,0[, f(t) =0, donc
0 —o0 0
/ F(#)dt = 0.
—o00
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+oo +oo 2 x +2
ftydt = / te"ZTdt= lim [ te Zdt
0 0 x——+00 0
= i 51~ i (1—e F) =1
= (el = im (e =

+oo
L’intégrale f(t)dt converge et vaut 1.

La fonction f est bien une densité de probabilité

5-b)
Ve eR, Fx(z)=P(X <z) = /$ f(t)dt.

e Siz <0, alors 'intervalle d’intégration ne contient que des nombres négatifs pour
lesquels f est nulle, donc l'intégrale / f(t)dt =0.

Vx <0, Fx(x) =0.

T 0 x
e Sixz>0, / f(t)dt = / f(t)dt +/ f(t)dt d’apres la formule de Chasles pour les
— 00 — 00 0

intégrales convergentes, soit

v 2z z?
Fx(z) :/ te"Tdt =[-e 7] =1-e7
0

2
En résumé : Fx(z) =0si 2 <0 et FX(:z:):lfe_xT siz>0

Remarque : on a remarqué que les deux expressions coincidaient pour z = 0.

5-c)

+oo 2

+oo
Si elle existe, 'espérance E(X) vaut E(X) :/ tf(t)dt :/ 2~ T dt.
o0 0

Considérons une variable Y qui suit la loi normale N(0,1).

t2

+o00o 2
Alors V(Y) = E(Y?) = \/%/ t2¢= 7 dt. La fonction ¢ — t>e~ 7 est évidemment une
T J—c0

. . +oo 12 o0 42
fonction paire, donc / tle” T dt = 2/ t?e” 2 dt.
0

— 0o

“+oo 2
La variance de Y est V(Y) = 1, on a donc V(Y) = L/ e~ Tdt = 1, soit
V2 Jo
2
1=—=—F(X).
7 EX)

Ce qui prouve de¢ja que E(X) existe et on a immédiatement

E(X):\/ZTW:\/?
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