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EXERCICE 1

. On considére la fonction f définie pour tout réel x par :

J(x)=x+14 2"

ainsi que la fonction g des deux variables réelles x et y définie par :

g(z,y) =€ (z+y* +e°)

1. Recherche d’extremum local de g.

1.
2.

Etudier les variations de f et donner les limites de f (x) lorsque z tend vers +o0o et —o0.

Justifier 'existence d’une asymptote oblique au voisinage de —oo et donner la position de la courbe représen-
tative de f par rapport a cette asymptote.

. Déduire des variations de f l'existence d’un unique réel «, élément de U'intervalle [—2, —1] tel que f () = 0.

( on rappelle que e ~ 2,7 )

Déterminer le seul point critique de g, ¢’est-a-dire le seul couple de R?, en lequel g est susceptible de présenter
un extremuim.

Vérifier que g présente un extremum relatif S en ce point. Est-ce un maximum ou un minimum ?

. Montrer que 'on a :

48+ —1=0

2. Etude d’une suite réelle.

On s’intéresse a la suite (up), o définie par son premier terme ug = —1 et par la relation

4.

_ S (un)
[ (un)

VneN Uupi1 =uyn

. Prouver que f est convexe sur R. En déduire que que pour tous réels = et ¢ :

fla)+—a)f (z) < f(t)

. En déduire I'inégalité suivante :

VneN o< upg

Puis que pour tout entier naturel n. :
a < Upgp Uy < —1

En déduire que la suite (uy), oy est convergente vers un réel & préciser

. On admet que pour tout = de I'intervalle[—2, —1] :

2
r—a
0<(@—a)f @)~ flz) < T
(a) Prouver alors que pour tout entier naturel n :
2
0< Upy1 —a < M
e

(b) Puis démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n :

Ecrire un programme en langage Pascal permettant, lorsque entier naturel p est donné par 1'utilisateur, de
calculer une valeur approchée de «, de telle sorte que l'on ait :

0<u, —a<10™?
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EXERCICE 2

Pour tout entier naturel n, on définit la fonction f,, de la variable réelle z par :

X

fu (&) = 2" exp (—2)

1
1. Justifier que f;, (z) est négligeable devant — au voisinage de +oo.
T

“+00

2. Prouver la convergence de lintégrale [ f, (z)dz
0
“+o0o
3. Opose I, = [ fn(z)dz
0

(a) A l'aide d’une intégration par parties portant sur des intégrales définies sur le segment [0, A] avec A > 0,
prouver que pour tout entier naturel n :

Inso = (n+ 1)1,
(b) En utilisant la loi normale centrée réduite, justifier que :

m
I(): 5

(c) Donner la valeur de Iy

(d) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n :

5 — 7 (2n)!
o 2 2np|

I2n+l = 2”71'

4. Soit f la fonction définie pour tout réel x par :

{f($)—f1

(a) Démontrer que f est une densité de probabilité.

(b) Soit X une variable aléatoire réelle qui admet f pour densité de probabilité.

i. Justifier que X admet une espérance E (X), et préciser sa valeur
ii. Justifier que X admet une variance V (X)), et préciser sa valeur.

5. On désigne par F et G les fonctions de répartitions respectives de X et de Y = X2

(a) Exprimer G (z) en fonction de F' (x) en distinguant les deux cas : x <0 et z >0
(b) En déduire que Y est une variable a densité. Reconnaitre la loi de Y et donner la valeur de E (Y) et
V(Y)
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EXERCICE 3

FE désigne 'espace des fonctions polynomes a coefficients réels, dont le degré est inférieur ou égal a ’entier naturel
2.

1. Etude d’un endomorphisme de F.
On considére I'application f qui, a tout élément P de F, associe la fonction polynéme @ telle que :
pour tout z réel : Q(x)=(x—1)P (z)+ P(x)
et B =(Py, P1, P2) la base canonique de E définie par :
pour tout réel x : Py(z) =1, P, (z) =z et Py (x) = 2?
1. Montrer que f est un endomorphisme de E.

2. Vérifier que la matrice A de f dans B, s’écrit sous la forme :

1 -1 0
A=10 2 =2
0o 0 3

3. Quelles sont les valeurs propres de f 7 f est-il diagonalisable 7 f est-il un automorphisme de £ 7
4. Déterminer 'image par f des fonctions polynémes Ry, Ry, Rs définies par :
pour tout réel x : Ro(z)=1, Ri(z)=z—1et Ry(z)=(x—1)>
5. Montrer que B’ = (Ry, R1, R2) est une base de vecteurs propres de f. Ecrire la matrice de passage P de la
base B a la base B’ ainsi que la matrice D de f dans la base B'.

6. Veérifier que pour tout réel x :
{ Rox + 2R, (LL‘) + Ro (ZL') =P (:L‘)
Ry (l’) + Ry (.’L‘) =P (1))

En déduire la matrice de passage de la base B’ a la base B
7. Ecrire A~ en fonction de D~!. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n :
(A" =P [D7']" P!
et expliciter la troisiéme colonne de la matrice [Afl]n

2. Suite d’épreuves aléatoires.

On dispose d’une urne qui contient trois boules numérotées de 0 a 2.
On s’intéresse & une suite d’épreuves définies de la maniére suivante :

e La premiére épreuve consiste a choisir au hasard une boule dans cette urne.

e Si j est le numéro de la boule tirée, on enléve de 'urne toutes les boules dont le numéro est strictement
supérieur a j, le tirage suivant se faisant alors dans 'urne ne contenant plus que les boules numérotées de 0
ajg.

¥
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On considére alors la variable aléatoire réelle X}, égale au numéro de la boule obtenue a la k™ épreuve (k > 0)
On note alors Uy, la matrice unicolonne définie par :

P[X}, =0
Up= | P[Xp=1]
P[X; =2

ott P[X}, = j] est la probabilité de tirer la boule numéro j & la k¢™®

On convient de définir la matrice Uy par :

épreuve.

0
Uo=1 0
1

1. Déterminer la loi de Xo (On pourra s’aider d’un arbre). Calculer I'espérance et la variance de Xo

2. Par utilisation de la formule des probabilités totales, prouver que pour tout entier naturel k :

U1 = AU
3. Ecrire Uy, en fonction de A1 et Uy
4. Pour tout k£ de N, donner la loi de X}, et vérifier que 'on a :

lim P[X;=0]=1 lim P|Xy=1]=0 lim P|Xx=2]=0
Jp PEe=0=1 I PRE=1=0, ln PIXe=2]
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ECRICOME VOIE E 2006 ].

ECRICOME VOIE E 2006

CORRIGE

PREMIER EXERCICE

1.1 Recherche d’un extremum local de ¢
1)
La fonction f est définie, continue, dérivable sur R comme somme de fonctions
continues, dérivables sur R.

Ve e R, f'(z) =1+ 2"

Vz €R, e >0=VYz € R, f(z)>0. On a le tableau de variations suivant :

x —00 “+0Q
f(@) +
f —00 a +0o9

Explication des limites :

lim (z4+1)= lim e =+40c0= lim f(z)=+o0
r—+00 T—r—+00

r—r+00
rl}rzloo(x +1)=—oc0 et xll)l_nooe =0= ’EBI—‘,I-IDQ f(z) = -0
2)

Remarquons que im (f()—(z+1)) = lim 2" =0. La droite d’équation y = z+1 est
asymptote a la courbe C; représentative de f en —oco. De plus f(z) — (z +1) =2¢* >0
: la courbe Cy est au dessus de son asymptote.

3)
La fonction est continue sur R, strictement croissante sur R, c’est donc

une bijection de R sur son image qui est l'intervalle | — co, +oo[= R d’apres
le tableau de variations .

Vy eR, 3z € R / y= f(x) ; en particulier pour y = 0.

Il existe un unique réel o tel que f(a) =0

De plus, f(-2) = —1+2 2= -1+ e% .
e > 2 = ¢? >4 >0, donc % < i puisqu’il s’agissait d’une inégalité entre
€
nombres strictement positifs. On a donc -1 + % < -1+ % = —% < 0.
(§]
page 1 Jean MALLET et Michel MITERNIQUE @ EDUKLUB SA
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2 ECRICOME VOIE E 2006

Conclusion : f(-2) < 0.

f(=1) = % > 0. Sur l'intervalle [-2, —1], la fonction f change de signe, donc elle s’annule

(puisqu’elle est continue) : | a€]—2,—1]

4)
L’application (z,y) — z est de classe C? sur R? en tant que fonction polynomiale et

a valeurs dans R ; t — e? est de classe C? sur R, donc par composition, (z,y) — e* est
de classe C? sur R2.

L’application (z,y) — = +y? est de classe C? sur R? (fonction polynomiale).

Donc l'application (z,y) — = + y? + e® est de classe C? sur R? comme somme de
fonctions de classe C? sur R2.

L’application g : (z,y) — (z+y?+e%)e” est de classe C? sur R? comme produit. On en
déduit que g admet des dérivées partielles d’ordre 1 sur R? (puisque g est a fortiori
de classe C'). R? étant une partie ouverte de R?, g ne peut admettre un extremum
qu’en un point critique.

e Recherche des points critiques

99 _
o: @y =0 — {ez(z+y2+ex)+ex(1+ez) =0
e“(1+ax+y>+2%) =0
<:>{ y =0 car VzeR, e*#0
(:}{1+x+y2+2€m =0 carVzeR, e"#0
y =0
— {f(x) =0 puisque y =0
y =0
PR {m =a d’apres la question 3)
y =0
La fonction g admet un seul point critique : (a,0)
5)

La fonction g étant de classe C? sur R?, elle admet des dérivées partielles d’ordre 2
continues sur R2. On peut donc appliquer a g le théoreme de Schwarz, c¢’est-a-dire |

02 02
V(y) € R?, g (@) = goat(,y) = s(x,y)

Utilisons les notations de Monge ; V(x,y) € R?,
2
gng(x, y) =r(z,y) =e"(1+z+y*+2") +e”(1+2")

=e%(2+ 2 + y? + 4e?)
5 =t(r,y) =2

s(z,y) = 2ye”
Au point (a,0) :
r(a,0) =e*(2+a+4e”)
t(a,0) =2
s(a,0) =0
(s2 —7t)(@,0) = —2e2*(2 + a + 4e®). On sait que —2 < a < 1, donc 2 + a > 0 et par suite
2+ a + 4e* > 0 puisque 4e** > 0

page 2 Jean MALLET et Michel MITERNIQUE @ EDUKLUB SA
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ECRICOME VOIE E 2006 3

(s — rt)(a,0) < 0, donc g possede en ce point un extremum local.
Or r(a,0) = e*(2 + a + 4e%) > 0, donc cet extremum est un minimum

local.
6)
La valeur de ce minimum est 8 = g(a,0) = e*(a +e*). Or on sait que f(a) =0, ce qui
donne a+ 1+ 2e¢* =0, d’ou 'on tire : e* = —%(1 + ). Ainsi on obtient
B =-ta+(a-ia+1)

1

2
a—1
= —gla+ (%)

Cette derniere égalité équivaut a| 46+a*—-1=0

1.2 Etude d’une suite réelle
1)
Vz €R, f"(z)=2e" >0, donc

La fonction f est convexe sur R

Cela signifie que la courbe C; est au dessus de ses tangentes.

Soit z € R ; la tangente au point d’abscisse x de la courbe C; a pour équation :
y= f'(z)(t — )+ f(z) ; la variable étant ici ¢, la courbe C; a pour équation y = f(t).
La courbe C; au dessus de ses tangentes s’exprime ainsi :

Ve eR, VteR, f(z)+ (t—z)f'(z) < f(¢)

2)
Remplacons dans I'inégalité précédente z par u, et ¢t par u,,;. On obtient
J(un) + (Uny1 — un)f,(un) < f(upygr)-

Par définition de la suite (u,), on a u,y1 —u, = —

f'(un

; I'inégalité précédente s’écrit

~—

alors :
_ f(un)
Tt) = )

f(a) < f(un41). L’application f étant strictement croissante sur R, on en déduit

F(upn) < f(upyr), c’est-a-dire 0 < f(uni1). Or f(a) =0, donc on peut écrire

a < Un+1

On vient de montrer que Vn € N, a < u,41, ce qui peut s’écrire ¥n € N*, a < u,, (il
suffit de faire le changement d’indice k¥ = n+ 1). Mais ugp = —1 et a < —1 d’apres la
question 1-3), donc

vneN, a<u,

e La fonction f est croissante sur R, donc Vn € N, a < u,, = 0 < f(uy,)

Donc vn € N, _ fun) < 0 puisque f >0 sur R. Conclusion Vn € N, wu,11 —u, <0

f'(un)

La suite (u,) est décroissante

page 3 Jean MALLET et Michel MITERNIQUE @ EDUKLUB SA
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4 ECRICOME VOIE E 2006

On a donc en particulier : Vn € N, u,, < ug, soit u, < —1.

VneN, a<upp Sup < -1

La suite (u,,) est décroissante et minorée par a donc elle converge vers un
réel ¢ > «

e Détermination de ¢.

f et f’ sont continues sur R (d’apres la question 1-3), donc elles sont continues au
point /¢ ; on a donc Er}rl flun) = f(0) et Erf f'(un) = f'(¢). De plus f’ > 0 sur R, donc

f'(¢) # 0 et on peut affirmer ngr}goo j:,((q;:)) = JJ:,((?)
Par passage a la limite, 1’égalité u,, 1 —u, = — f(un) donne (—¢ = O} soit —f(¢) = 0.
’ [ (un) f()
(=«
3-a)
Rappelons que Vn € N, u,q —u, = — f (un) donc u,y 1 —a = u, —a— /() soit encore
? f/(un)7 f/(un)7

(un _ a)f/(un) — f(un)

f(un)
On a vu au 1-3-3) et au 1-2-2) que -2 < a < w, < —1, donc u, € [-2,—1] ; on peut
donc utiliser 'inégalité admise en y remplacant = par u,. On obtient alors

Up41 — @ =

Vi €N, 0< (un— ) f (un) — flun) < M (%)

D’autre part, Vo € R, f'(z) = 1+ 2%, donc f/(z) > 1, ce qui équivaut & 0 < -+~ < 1.

f'(x)

En particulier

1 %k
VneN,0<f,(u")<1 (**)

Multiplions membre & membre les inégalités (*) et (**). On trouve

(un - O‘)f/(un) — f(un) (un - a)Q
0= Fun) =T

, C’est-a-dire

(un — 0‘)2

VneN, 0<upy; —a< 9

3-b)

Initialisation . On sait que —2<a < —1,donc 1< —a<2d ol up+1 < ug—a < ug+2,
soit 0 < ug — a < 1. D’autre part, ﬁ:%zl. Onabien 0<uy—a< o
e - € e -

L’inégalité 0 < u,, —a < ﬁ est satisfaite au rang n = 0.
€
Hérédité

: : 1 P )
Supposons que pour un entier n» > 0, on ait 0 < u, — a < —7—. S’agissant d’une

e2

2
inégalité entre nombres positifs, on peut ’élever au carré : 0 < (u, — a)? < ( 2}71) ,

ce qui équivaut successivement a

1

2
0 < (up — ) SW?
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Tous droits de 'auteur des oeuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des oeuvres
autre que la consultation individuelle et privée sont interdites.

Fichier généré pour Visiteur (), le 31/05/2021



ECRICOME VOIE E 2006 5

1 N
0< (up, —a)?< 2T ou encore a
0<(unfa)2§62n+7172, puis a
N2
0< (ttn S @) < L__ (car 1>0) et enfin &
exe? 2 ¢

0 < (n —a)” 1 (***) ; nous n’avons pas oublié que (e*)? = e et

= CES

€ 62 —1
e x e¥ = ¥ty

: (un — ) stk ok ok ok
Or on sait que 0 < uppq — o < g ( ), donc en comparant ( ) et
(*¥***), on obtient
0< Uy —a< ﬁ C’est I’inégalité attendue au rang n + 1. La propriété est

r
héréditaire.
Par principe du raisonnement par récurrence, ¥n € N, 0 <u, —a < ﬁ

e

4)

Si % < 1077, alors l'inégalité du 3— b) donnera 0 < u,, —a < 1077
€

Résolvons l'inéquation —1— < 10~7. Elle équivaut successivement 3 :
2" —1
€

107 < e*"~1 puis & 2" — 1 > pIn10 (car la fonction In est strictement croissante), puis
a

9" >1+plnl0 = et enfin &| nln2>1n (1 +p1n(10))

On prendra n égal a 1+ la partie entiere de In (1 + pln(lO)) notée trunc en langage

Pascal, c’est-a-dire n = 1+ trunc(In(1 + pIn(10))) On utilisera bien-str la relation de

f(un) _ oy Un 1 2t
Pl ~ 7 1420

PROGRAM ECRICOME2006 :

var u : real ; k, n : integer ;

TECUITENCe Uy 1 = Uy —

BEGIN
n := 14 trunc(ln(l + pIn(10)));
u =-1;

fork :=1tondo

u = u-(u+1+2%exp(u))/1+2*exp(u)) ;
writeln('u =, u:2:p);
END.

Le programme a tourné avec p = 8, on avait alors n = 9 et on a obtenu pour valeur
approchée de o : —1.46305 (Turbo-Pascal version 7)

Remarque : On peut aussi inclure dans ce programme la recherche informatique de
n, par une boucle.
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6 ECRICOME VOIE E 2006

DEUXIEME EXERCICE

1)
2 2 1
Vz > 0,¥n € N, g2 eXp(—%) > 0. Posons t = % ,ona x>0, donc z=+2t2
1 n+2 .
"2 = (2t2)"2 = (/2)"t2 x t72 . 1l s’ensuit que
2

: n+2 _I7y : n+2,; 5= _ _ ; A _
$ll)gr—loox exp( 5 ) tlgrnoo(\/i) t 2 exp(—t) = 0 par croissances comparées (rap
. to
elons que 1 =
pelons qu 1o exp(t) )
2 2
4 n+2 _L = 1 74 1 1 1 2,pn —m— =
Donc xETOO.T exp(—%5) = 0 ce qui s’écrit aussi xgrfooa: " exp(—%5) =0, donc
2
" exp(— L)
lim 2 0 et cela exprime que z" exp(—x—z) = o(i)
r—+00 i 2 (400) x2
Z’2
2)
Du résultat précédent on déduit :
2 ..
JA>0/ Ve > A 0<ant? exp(f%) <1 et en divisant les termes de cet encadrement

par z2 (qui est strictement positif puisque z > A > 0), on obtient :
Vo > A, ng(x)gé

. . . 2 . 5
Remarquons que la fonction f est continue sur R puisque z + —% est continue et a

. . 2 :
valeurs dans R et ’exponentielle est continue sur R, donc z exp(—%) est continue

sur R. Il en résulte immédiatement que f est le produit de deux fonctions continues
sur R donc elle est continue sur R et a fortiori sur R*

“+oo
L’intégrale / d—g est convergente d’apres le critere de Riemann car 2 > 1. Par le
A

X
théoreme de comparaison des fonctions continues positives, on conclut que

+oo
I'intégrale / fn(z)dz est convergente. Sur l'intervalle [0, A], f, est continue, donc
A

A
I'intégrale / fn(x)dx existe et par conséquent
0

+o0o
L’intégrale / fn(x)dr est convergente.
0

3-a)
A 2
Soit A > 0. Posons I,,12(A) :/ "2 exp(— % )da.
0
Soit u(x) = 2" s W/ (z) = (n+1)z" ;5 V' (2) = acexp(—%Q) ;o(z) = —exp(—%2). Les fonctions

u et v sont de classe C? sur R* (cela se démontre comme la continuité de f au 2) et
on peut intégrer par parties.

4 n+2 22 _ n+1 T2\1A A n 72
/0 x exp(—7)d:17 =[-z exp(—i)]o + (n—|—1)/0 x exp(—i)dx

2 A 2
= —Ant! exp(—AT) + (n+ 1)/ " exp(—%)da:
0
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ECRICOME VOIE E 2006 7

400 22
Ahrf I,i2(A) = I,,o puisque l'intégrale / "2 exp( 5 )dx converge. De méme
- 0
lim I,(A) = I,. D’autre part, lim A" exp(— = 0 (cela se démontre comme
A—+oo A—+oo
au 1).

En passant a la limite dans 1’égalité précédente qui s’écrit :

1 A2 4 z2 1 A?
Ini2(A) = —A™T exp(—T) + (n+ 1)/0 a” exp(—?)dx = —A"" exp(—7) + (n+ 1)I,(4),

on obtient
YneN, I,4o=(n+1)I,
3-b)
Hoeo 2 . . : . . .
In= / exp(—%)dm. Sil'on considere une variable aléatoire X qui suit la loi normale
0
2 . , . 2
N(0,1), une densité de X est la fonction ¢ définie par : vz € R, o(z) = \/% exp(—%)
™
+o0 2
et par définition d’une densité on a : / exp(—%-)dr = 1. Or la fontion
V2 2
2 . ) +oo 2 Foo 2
T exp(—%) est manifestement paire, donc / exp(—%)d:ﬁ =2 / exp(—%)dz.
—o0 0

Ve +Oo 2
Il en résulte que \/% /O exp(—%)dw =

DO

+oo 2 /2
Iy :/ exp(—%)dm = —QW = %Tﬂ = %
0
3-¢)
—+oo 2 B w2
I :/ re  2dr= lim re 2 dx
0 ) B—+o00
= lim [—e_%] = lim (—e 2 —|—1)
B—+o0 B—+00
2
I, =1 pui li T =
1 puisque 5 _1)1110063 0
3-d)

Cas de I,,. Nous procéderons par récurrence.
. Initialisation :pour n=0

lo=./5= \f 5o - L'égalité a bien lien.

o Hérédité Supposons que pour un entier n > 0, on ait I, = \/g(;lr;' .

la relation 3—a) Ir,11) = Iani2 = (2n+ 1)1, (on a remplacé n par 2n). Donc, d’apres
I’hypothese de récurrence,

2n)!
12(1'7,-‘,-1) = % (Q"n)' X (2n =+ 1)

D’apres

o (2n)!(2n+1)(2n +2)
N \/g 2"n12(n + 1)

_ o 2hr+D)!
B \/;27‘+1(n +1)!

C’est I'égalité attendue au rang n + 1 : La propriété est héréditaire et
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.. . , 2n)!
Par principe du raisonnement par récurrence, Vn € N, I, = \/g (2”731

Cas de I,,;;. La démarche est identique. Donnons-en une justification abrégée.
e Initialisation : pour n =0

I, =1=2%! . L’égalité a bien lieu.

e Hérédité Si pour un entier n >0, on a I, = 2"n!, alors

L+ = Tongs = Li2nt1)+2
= (2n+2)I2n 11 d’apres 3-a)
=2"n!2(n+1) = 2" (n +1)!

Dou| Vn e N, Iopt1 = 2"n!

4-a)

On a vu au 2) que, pour tout n € N, f,, était continue sur R* ; f; est donc continue sur
R+. Ceci prouve que f est continue sur R** (et continue en 0 a droite). L’application
x — z est continue sur R*~, donc f est continue sur R*~

(i) f est continue sur R*

Vo € RY, fi(z) >0 (propriété de 'exponentielle), donc
(ii) Vo e R, f(z) >0

+oo +oo
f(x)dx se réduit a / fi(x)dz = I;. On sait d’apres 3—c) que cette intégrale vaut
0o 0

1, donc

+oo
(iii) [ Fa)dz = 1

D’apres les points (i), (ii) , (iii) f est une densité de probabilité

4-b)
400

(I) E(X) existe si et seulement si 'intégrale / zf(x)dx est (absolument) conver-
+oo 2 o

gente. Or cette intégrale se réduit a / 2%e” T dx puisque sur R*~, f(z) = 0. La quan-

0

22 400 52
tité z2e 2 étant > 0 sur R+, la convergence de I'intégrale suffit. Or / ze” T dr = I,
0
et cette intégrale est convergente d’apres 2).

BE(X) existe et B(X) = I, = \/g%' _ \/g d’apres 3—d)

(IT) v(X) existe si et seulement si E(X) existe (et c’est le cas) et E(X?) existe.
+oo 2
L’existence de E(X?) se justifie comme celle de E(X) et E(X?) = / Pe Tdr =1 ;

0
donc E(X?) =2'1! = 3 d’apres 3—d). Donc, d’apres la formule de Koenig-Huyghens,
V(X) = B(X?) — (B(X))* =2}

2 )
44—
V(X) =5
5-a)
VreR, G(z)=P(Y <z)=P(X?<x).
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e Siz<0,’événement (X2 <z <0) =0, donc G(z) = 0.
o Siz>0, P(X?<z)=P(X|< 1) =P(-Vz <X < Vo) =F(z) - F(-/2).
Pour les lecteurs qui ne sauraient pas d’ou vient cette relation, rappelons :

VT VT -z
P(—/r <X < 1) = / f(t)dt = / f(t)dtf/ f(t)dt d’apres la relation de Chasles
-z o

sur les intégrales convergentes ; ce qui donne le résultat par définition de la fonction
de répartition d’une variable a densité.

Remarque : I'auteur de 1’énoncé a sans doute voulu dire ¢¢ exprimer G a 'aide de F
) car G(z) ne s’exprime pas a l'aide de F(z).

5-b)

VT VT
Siz>0, Gx)= / f(t)dt = / f(t)dt puisque f est nulle sur R—, donc sur [—+/z,0]
—Vz 0

+oo 2 2 z
G(x):/ te~Tdt = [—ef%}le—efﬁ
0

Récapitulons : G(z) = {?_ 3 : z i 8

Y est donc une variable a densité puisque sa fonction de répartition est celle d’une
variable qui suit la loi exponentielle de parametre %

Y = &(3) 5 B(Y)=2et V(Y)=4

TROISIEME EXERCICE

3.1 Etude d’un endomorphisme de £

1)
Nous noterons P, le polynome z s z*.
Soit P e E,
. Si P =(0) (polynome nul), P' = (0) et Q = (0).
.SidegP =0, P"=(0) et Q=P.
. SidegP € {1,2}, deg P’ <1, deg(X —1)P’ <2, donc deg@Q <2 .
Dans tous les cas, Q appartient a E.
Soit (Ty,Ty) € E? et a € R.
Ve eR, (f(aTi+To))(x) = (x—1)(aT) + 1) (z)+ (aT) + Tp)(x)
= a((z = VT{(@) + Ti(2)) + (@ = VTH(x) + Ta(a)

en utilisant la linéarité de la dérivation et les regles de calculs élémentaires dans R.
Donc Vz € R, (f(aT1 + T2)>(£L’) = (af(Tl) + f(T2)>(x), ce qui veut dire f(aT) +Tp) =
af(Th) + f(T).

f est linéaire de E dans E : c¢’est donc un endomorphisme de £

2)

Va € R, f(Po)(.’B) = Po(ﬂ']) car P(/)(ZE) =0: f(Po) =F
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Ve eR, (f(P))(x)=(x—-1)+x=220—-1= 2P — P)(z) :| f(P)=—-P+2P,

Vz eR, (f(P))(z) = (x—1) x 2z + 2% =32% — 20 = (3P, — 2Py)(z) : | f(P2)=—2P1 + 3P,

La matrice de f dans la base canonique de E, qui s’écrit en mettant en colonnes les
coordonnées de f(R), f(P) et f(P), vaut donc :

1 -1 0
A=(0 2 =2
0 0 3
3)
La matrice A est triangulaire, ses valeurs propres sont les termes diago-
naux.

spect A = spect f = {1,2,3}

Card(spect f) = 3 = dim E est une condition suffisante de diagonalisabilité :

f est diagonalisable

L’endomorphisme f n’admet pas 0 pour valeur propre, f est injectif donc bijectif
puisque c’est un endomorphisme d’un espace de dimension finie 3.

f est un automorphisme de E

4)
Ry = Py ; on sait donc déja que f(Ry) = Ry : Ry est donc un vecteur propre de f
associé a la valeur propre 1 (n’oublions pas que R, n’est pas nul).

Ry = —Py + P, ; la liste de ses coordonnées dans la base canonique de E est (—1,1,0)
1 2

; les coordonnées de f(R;) sont données par A| —1 | = [ =2 | . Il en résulte que
0 0

f(Ry) = 2Ry : R; , qui n’est pas nul, est donc un vecteur propre de f associé¢ a la
valeur propre 2.

1 3
Ry a pour coordonnées (1,—2,1) puisque (r —1)2 =1—-2z+22. A| -2 | = | -6
1 3

f(R2) = 3Ry : Ry , qui n’est pas nul, est donc un vecteur propre de f associé¢ a la
valeur propre 3.

On sait que lorsque, dans un espace de dimension n, un endomorphisme possede
n valeurs propres distinctes, alors les sous-espaces propres sont de dimension 1.
Les 3 sous-espaces propres E;(f), E2(f), Es(f) sont de dimension 1. Les trois vecteurs
Ry (resp Ry, Ry) constituent une base de E;i(f) (resp Ex(f), Es(f)) et puisque f est
diagonalisable | la famille (R, Ry, R2) constitue une base de E .

B' = (Ry, R, R2) est une base de E formée de vecteurs propres de f

La matrice P de passage de la base canonique B a la base B’ est la matrice dont les
colonnes sont les coordonnées de Py, P, et P, dans B :

1 -1 1
P=10 1 =2
0 0 1
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D’apres les résultats du 4),| D=

O O =
SN O
w o O

(On écrit en colonnes les coordonnées de f(Ry), f(R1) et f(Rs) dans la base (Ry, Ry, R2))

6)

Nous laissons le soin au lecteur de vérifier ces résultats, desquels on déduit :
P, =Ry+2Ri+ Ry
P =Ro+ R

On sait déja que Ry = Py. La matrice de passage de B’ a B est P~ ; on peut l'obtenir
en écrivant en colonnes les coordonnées de Py, P, et P, dans la base B'.

On trouve | P71 =

O O =

1
1
0

— N =

7)

A~1 et D! sont les matrices de f~! dans les bases B et B’. La matrice P étant la
matrice de passage de B a B, on sait d’apres la formule de changement de bases
pour les endomorphismes que D~! = P~ A~ P, relation équivalente a A=' = pD-'p~!
(obtenue en multipliant la premiere égalité a gauche par P et a droite par P~'.)

Remarque : On aurait pu aussi partir de 1’égalité A = PDP~!, prendre l'inverse des
deux membres (il n’y a aucun souci car toutes les matrices sont inversibles) :

A"l = (PDP 1)L =(PY)"'D-lp-' = PD 1P,
On demande une récurrence, faisons une récurrence.
Initialisation :

Posons (A=1)? = (D~1)° = I (matrice unité de M3(R)). Il est clair que 1’égalité est
alors satisfaite ; elle I'est aussi pour n =1
Hérédité : Supposons que l'égalité soit satisfaite pour un entier n > 0 : on a
(A—l)n — P(D—l)np—l
(AL)m+l = (A7) x A

= P(D~Yy"p-lpD-1p-!

d’apres 'hypothese de récurrence et le cas n =1
— P(Dfl)nJrlel

L’égalité est vérifiée au rang n+1 et par le principe du raisonnement par récurrence

VneN, (A1) = (D) P!

Remarque : On pouvait aussi dire ceci :

(A=H)™ et (D~H™ sont les matrices de (f~!')" dans les bases B et B’ ; la matrice de
passage de est B aB’ est P : d’apres la formule de changement de base, on avait tout
de suite le résultat.

1 0 O 1 0 0
Onsait que D'=(0 % o]et(DOH=(0 () 0

d’apres des propriétés classiques sur les matrices diagonales et
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1 -1 1 1 0 0 111
(A=Hm =10 1 -2 0 ()" o0 0 1 2
0 0 1 0 0 (") \0o 0 1

1 1 1
1\n 1\n
=0 @) -23) 8 é ?
1\n
o o &
L=2(3)" +(3)"
RN . 1\n 1\n
La troisiéme colonne de la matrice (A~1)" est 2(5)" —2(3)
1\n
(3)

3.2 Suite d’épreuves aléatoires
1)

Nous remarquons que si I'on tire la boule numéro 2 au premier tirage, on n’enleve
aucune boule de I'urne ; on peut donc obtenir X, = 0,1 ou 2. Utilisons alors le
systeme complet d’événements ((X; = 0),(X; = 1),(X; = 2)). D’apreés la formule
des probabilités totales,

P(X5 =0) = P(X; = 0)Px,—0(Xa = 0) + P(X; = 1)Px,—1(X5 = 0) + P(X; = 2)Px, (X5 = 0)

e Si (X; =0) est réalisé, 'urne, avant le deuxieme tirage, ne contient que la boule
numéro 0 ; donc Px,—o(X2 =0) =1

e Si(X; =1)estréalisé, I'urne, avant le deuxieme tirage, contient les boules numéros

0 et 1; donc Px,—o(Xy =0) = %
e Si (X; = 2) est réalisé, l'urne, avant le deuxieme tirage, contient les 3 boules donc
Px,=2(X2 =0) = %

D’autre part, P(X; = k) = % pour k£ =0,1,2

i ; _m -l 1,1y _ 11
Finalement, on obtient P(X, =0) = §(1 +5+ g) =13
Pour le calcul de P(X; = 1), c’est le méme principe, on a
P(Xy=1) = P(X1 =0)Px,—0(X2 = 1) + P(X; = 1)Px,—1(X2 = 1) + P(X1 = 2)Px,—2(X2 = 1)

o Px,_o(Xo=1)=0 car si (X; = 1) est réalisé, I'urne, a I'issue du premier tirage, ne
contient plus la boule numéro 1.

o Px,_1(Xo=1)= % car si (X; = 1) est réalisé, I'urne, a l'issue du premier tirage, ne

contient que les boules numéros 0 et 1.

o Px,o(Xo=1)= % car si (X; = 2) est réalisé, I'urne, a l'issue du premier tirage,

contient les 3 boules.
Finalement, on obtient P(X,; =1) = %(

On sait que les événements (X, = 0), (X, = 1), (X2 = 2) forment un systeme complet,
donc P(X, =2) =1— P(X; =0) — P(X5 = 1) = -2 . Récapitulons :

18
k 1 P
P(X =k) % % 1%3
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1
E(X3) =1g(1x5+2x2)= %

1
E(X3) ={g(1x5+4x2)= %

1 1

V(X2) =E(X3) - (B(X2)? =13 -1 =| I
2)
Remarquons que si aux rangs 1,2,...,k on tire toujours la boule numéro 2, alors a

lissue du & ®™¢ tirage, I'urne contiendra les trois boules, donc X; peut prendre les
valeurs 0,1, 2.

Utilisons le systeme complet d’événements ((X; = 0),(Xy = 1), (X = 2)) pour k > 1.
Les raisonnements et les calculs se font exactement de la méme fagon qu’au 1) :
on remplace dans la formule des probabilités totales 1 par k et 2 par k+1. On obtient
les résultats suivants :

Pxi=0(Xky1 =0) =1; Px,=1(Xpp1 =0) =53 Pxo=2(Xpp1 =0) =
Px,=0(Xk41 =1) =0;  Px,=1(Xpy1 =1) = %; Py,=2(Xpy1=1) =
Pxp=o(Xi41=2) =0;  Px,=1(Xp41=2) =0; Px,—2(Xp4y1=2) =
En repportant ces résultats dans la formule des probabilités totales, on a :

P(Xp1=0) = P(Xy=0)+3P(X; = 1)+ 3P(X; =2)

1

Wl W= W=

P(Xpp1=1) =SP(Xp=1)+2P(Xp =2)

2 3
P(Xpy1=2) = 3P(X;,=2)
Sous forme matricielle :
B
P(X41 = 0) 11| [ BEe=0)
PXp1=1) | =|0 53 3 P(Xr=1)
P(Xp11 =2) 1 P( 2)
0 0 5
3
1 1
13 3
On vérifie que Ax | 0 % % =1 ; on peut alors écrire : Vk > 1, Uy = AU,
1
0 0 3
1 1 1
L2 3) 3
Pour k=0, | O % % 0] = % = U, d’apres les calculs effectués dans 1)
1 1 1
0 O 3 3
Conclusion : Vk € N, Uy, = A7U,

3)
On démontre alors facilement par récurrence (et nous laissons ce petit travail au
lecteur) que

Yk €N, Uy = (A~1)kU,

4)
P(X), =0) 0

L’égalité précédente s’écrit aussi : [ P(Xp=1) | = (A7Y)% [ 0 |. Ce produit est en
P(X), = 2) 1

fait, d’apres les regles de calcul du produit matriciel, la troisieme colonne de la
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matrice (A71)* et le résultat a été donné au 3.1-7) avec n au lieu de k. On peut
donc conclure :

P(Xy=0) =1-2(3)"+ (3"
vk €N, P(Xp=1) =25 —23)"
P(Xp=2) =(3)
lim % =0
‘l‘<1et‘l‘<1:> koo Donc
2 3 lim l)k =
k——+4o00 3
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