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1. Exercice

1. A l'aide de développements limités usuels que 'on rappellera clairement, montrer
que lorsque # est au voisinage de 0 on a

In(2 —€®) = —z — &* + o(z?).
2. a. Montrer que pour tout entier k supérieur ou égal & 2, on a :
2 —e'* €]o,1[.

b. En déduire le signe de In (2 — ¢'/*), pour tout entier & supérieur ou égal a 2.
c. Quelle est la nature de la série de terme général In (2 — e'/%) ?

d. Pour n entier supérieur ou égal & 2, on pose

Vo= In(2- e/®) et u, = exp V.
k=2
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Déterminer
lim V,et lim u,.
(s o] Al ]

3. a. Montrer que

i friti) = kg [ne—e) —ma - =

; 1
b. Déterminer un équivalent, quand k tend vers +oo, de In (2 — e%/¥)—In (1 — E).

K avee K > 0,

¢. En déduire que u, cst équivalent, quand n tend vers oo, &
Quelle est la nature de la série de terme général w, ?

4. On pose

S, =3 (—1)Fu,.

=

k=2

a. Etudier le sens de variations de la suite (i, )nz2.
b. Montrer que les suites ( Sy, )nz1 b {Sont1)nz1 Soni deux suites adjacentes.

¢. En déduire la nature de la série de terme général (—1)"u,,.

2. Exercice

M (R) désigne Uensemble des matrices carrées d'ordre n 2 2, & coefficients réels.
Pour tout élément A = (a2 j¢n de M, (R), on appelle “trace de A7, et on note Tr(A),
la somme des éléments diagonaux, c’est-a-dire :
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TT(A.) — Zﬂ.gi.
i=1

On admet que T est une application linéaire de M,,(R) dans E telle que
YA € M, (R), VB € M,(R), Tr(AB)=Tr(BA).
Ou note *4 la transposée de la matrice A,
1. Soit i I'application définie sur M, (B) x M, (IR) par :

YA € My(R), ¥B € My(R), @(A,B)=Tr(*AB) (oh'AB = 'Ax B).
Iixprimer (A4, £) en lonction des coellicients de A el 3 el montrer que @ est un
produit scalaire sur M, ([R).

On note N la norme associée & ce produit scalaire,
2. Soient A, B € M, (R). Le but de cette question est de prouver que
N(AB) < N(AIN(B).

a. Justifier existence de P € M, () et D € M,,(IR) telles gue

Mathematiques - opPTION SCIENTIFIQUE

‘P(rAAP =D
ol £ est une matrice orthogonale et [ une mairice diagonale.
On notera par la suite A; le coeficient di; de la matrice D = (di; )z jzn-

b. Soit A une valeur propre de *AA et X un vecteur propre associé.
En ecalculant ‘Xt 4AX de deux maniéres différentes, montrer que A = 0.

. Onpose S = ‘*P(B'B)P = (sij)15isn Montrer que

N(A) = Tr(D), [N(B)?=Tr(S), [N(AB) =Tr(SD).

d. Montrer que
n
Tr(5D) =3 Aisi.
e. On note E; le i vecteur de la base canonique de M, (IR), espace des ma-
trices & n lignes et une colonne, & coefficients réels. Montrer que
'E,SE; = ||'BPE;|?,
oft ||.]| désigne la norme euclidienne canonique de M, (R), puis calenler

tE;SE; en fonction des coefficients de S.
Qu’en déduit-on, pour ¢ entier compris entre 1 el 2, sur le signe de s;; 7

-

. Montrer que
Z Asi & (Z )w') (Z -“'uﬁ@)
i=1 i=1 #=1

puis conclure que

N(ARB) € N(A)N(B).
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3. Probléme

Le préliminaire, les parties I et II sont indépendants.

3.1. Préliminaire

On considére deux variables aléatoires & densité X et ¥ définies sur un méme espace
probabilisé, admettant des espérances E(X), E(Y) et des variances V(X), V(Y). On
suppose V(X) = 0. On définit la covariance de X et ¥V par

Couo(X,Y)=E[[X - E(X))(Y - E(Y))] = E(XY) - E(X)E(Y).
1. Montrer que pour tout nombre réel A,
VIAX +Y) = A2V(X) +2XCou(X, V) + V(Y).
2.  a. En étudiant le signe du trindme préeédent, montrer que
(Con(X, V) € V(X)V(Y).
b. A quelle condition nécessaire et suffisante a-t-on I'égalité

(Con(X, V)2 = V(X)V(Y) 2

3.2. Partie I : Etude d’une fonction de deux variables

n désigne un entier non nul, A el § deux réels positils ou nuls vériliant S > nA.
On définit sur [0, +o0[x]0, o0 1a [onction L, par :

1
— = (—na+5)

Lo{a,b) = %n b sil<agA

Lp(a, b) — 0 sla=A

1. Justifier que L, est de classe G sur Pouvert [0, A[x]0, | oal.
Montrer que L,, n’admet pas d’extremum sur cet ouvert.

2. Montrer que
Ya € [0, A[, Wb €]0, +o0[, Ln(a,b) < L,(A,b).

Montrer que ce résultat est encore vrai pour tout a de |A, | ocl.

3. Soit g la fonction définie sur |0, +ocf par g(b) = L, (4, b).
Montrer que g admet un maximum absolu sur |0, —oc[, atteint en un point by que
I’on exprimera en fonction de A, 5, n.

4. Déduire de ce qui précede que L, admet sur [0, +oc[x]0, +oc un maximum absolu

atteint en un unigue point (@, by) que U'on précisera.

3.3. Partie II : Etude d'une loi

Soit a = 0 et b = 0. On considére la fonction f, 3 définie sur | par :

(@ —a)
Japl) Be_ b sizza

Faplz) =0 sinon
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1. Vérifier que f,; est bien une densité de variable aléatoire. On note £(a,b) la loi
associee,

On considére désormais une variable aléatoire X de loi £{a, b).

2. Déterminer la fonction de répartition de X.

3. On pose ¥ = X — a. Déterminer la loi de ¥V et la reconnaitre.
En déduire E(X) et V{X).

4. Soit p € N. Montrer que X admet un moment d'ordre p, E(X?), et pour p > 0
cdéterminer une relation liant E(X*) et E(X*1).

. Stmudation de la loi E(a,b).

on

a. Soit [/ une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1],
Montrer que la variable aléatoire —blu {1 — ) + a suit une loi E(a, b).

b. On rappelle qu'en langage Pascal, la fonction random permet de simuler une
variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1[.
Ecrire, en langage Pascal, une fonction tirage, de paramétres a et b simulant
une variable aléatoire de loi £(a,b).

Mathematiques - opPTION SCIENTIFIQUE

3.4. Partie III : Estimation des parameétres a et b

a et b désignent toujours deux réels tels que a = 0 et & = 0. On considére désormais
une suite de variables aléatoires (X))i»; indépendantes identiquement distribuées de loi
E(a, b).

Pour n entier supérieur ou égal & 2, on considére les variables aléatoires S, et ¥, définies
par 5, = X1+ Xo+- -+ X, et V), = min( X5, Xy,..., X))

Le but de cette partie est de déterminer des estimatenrs de a et b.

1. La fonetion tirage, ainsi que les variables informatiques a,b,X,8,Y de type real
et 1,n de type integer étant supposées définies, compléter le corps du programme
principal suivant, de maniére i ce qu'il simule S, et ¥, (les valeurs étant stockées
respectivemnent dans S et Y).

begin
randomize ;
readln({a,b,n) ;
X:=tirage(a.h) ;
Si=... 3
¥
for i:= 2 to n do...

cud,

2. Déterminer Pespérance ot la variance de S,,.

EPREUVES SPECIFIQUES

les offi 195
Fichier généré pSU?\e/?s?teﬁre() le 31/05/2021




Mathematiques - opTion sciEnTIFIQUE

ESPRIT DE L'EPREUVE SUJET CORRIGE RAPPORT

Mathematiques - opTION SCIENTIFIQUE

EPREUVES SPECIFIQUES

196 .
Fi

4

3. Quelle est 1a loi suivie par la variable aléatoire (X1 —a)+(Xo—a)+ -+ (X —a)?
En déduire une densité de S,.

4. Déterminer la fonction de répartition de Y.
En déduire que ¥, suit une loi £{a,,b,) (on précisera a, et b, ).
Donner les valeurs de £(Y;,) et V(¥y).

5. a. Calculer le biais ainsi que le risque quadratique de ¥, en tant gu'estimateur
de .
b. Rappeler I'inégalité de Markov pour une variable aléatoire admettant un mo-
ment d'ordre 2.
A l'aide de ce qui précéde, prouver que (Y;,) est une suite d’estimateurs de o
asymptotigquement, sans biais, convergente.

S
6. Ou pose Z, = — — Y.
T
a. Calenler Io biais de Z, on tant gu’ostimatour de b

b. On note rz_(b) le risque quadraticque de Z,. Monfrer que

b 2
T2 (b) = ? +

Clov( Sy, Yo ).

n on
c. A Taide du préliminaire monlrer que

]imoc rz (b =10

——+

et en dédnire que (7, ) est 1ne snite d’estimatenrs de b asymptotiquement sans
biais, convergente.

2

Ia.

t

7. Pour un échantillon donné (zq, ... 2,0, avec min{xq, ..., 2, } &£ max{zy, ... 1,
correspondant A une réalisation des n variables aléatoives X, ..., X,, on définit
fonction L sur [0, 4oc[=]0, +o0[ par

o
i(a,b) Hfab(ﬂ"a‘l
i=1
a. Moutrer que L cst la fouction L, délinic daus la partic I pour des valeurs de
A et S que 'on précisera en fonction des .
b. Comparer les estimations de a et b obtenues sur échantillon {z1,....2,) &
partir de ¥, et Z, avec les valeurs ay et & obtenues dans la partie [.
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1. EXERCICE
1)
e"=1+z+ %2 + o(2?), donc
2—e* zl—x—%Q—l—o(xQ):l—i—u(x)
avec u(x) = —x — %2 +o(z?) tel que lin%) u(z) =0
In(2—e€*) =In(l+u(z)) =u(z) — %uz(x) + o(u*(x))

Or wu(x) ) —z, donc o(u?(z)) = o(x?). D’autre part u?(z)) 5 2 = u?(x) = 22 + o(2?),

donc

In(2—e€*)=—a— %2 + o(z?) — %(xQ +o(z?)) + o(z?) = —x — 22 + o(x?)
1.1)
Remarquons que £ > 2 <= 0< % < %

Etudions la fonction g définie sur |0, %] par g(t) = 2—e¢'. Elle est évidemment continue,

dérivable et strictement décroissante (¢'(t) = —et) : cela donne le tableau de variations
suivant :

g|! Y 2 — /¢

On constate que 2 — /e >0 car 4 > e.

1
Vk>2 0<2—ek <1

1.2)
On a tout de suite

Vk > 2, In(2 - ek) <0
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1.3)

D’apres la question 1.1), In(2 — e*) o

. l _ 1 "
Donc puisque Erfoo = 0, on a In(2 —ek) ol

=

Par la regle d’équivalence des séries de signe constant, la
. L 1 . .
série de terme général In(2 — ek) est divergente, puisque

la série de terme général —% est divergente.

1.4)

La suite (V) est la suite des sommes partielles d’'une série a termes négatifs,

divergente. C’est donc une suite strictement décroissante, non convergente : il en

résulte que lir+n (Vo) = —oc0 ; or u, = exp(V,,), donc par Composmon des limites
n—-+oo

lim wu, =0
n—-+o0o

2)
2.1)
On a In(nu,) = In(nexp(V,,)) = Inn + V,,.

Or In(1 - £) = n(E1) = tn(k — 1) — In k. Tl s’ensuit que

n

—;ln(l - %) = Z(lnkfln(k— 1))=lnn—-Inl=Inn

k=2
(on aura reconnu ce que 'on appelle parfois une somme télescopique)

1
On a bien In(nu,) = Zln 1—7 +Zln2—eE donc

Yn > 2, In(nu,) = Z (ln(2 — e%) —In(1 — %))

k=2
2.2)
D’apres la question 1.1), In(2 — el’“) = —% — é +0<k1 ) ;
d’autre part, In(1 — %) = —% - ﬁ + O(kQ) donc
In(2 — eik) ~In(1— 1) = 1912 + 21192 +o (klz) - _2711# +0<kl2)
Les deux séries de termes généraux —# et 0(132) sont convergentes (et méme
absolument convergentes), il s’ensuit que la série de terme général In(2 — %) —In(1— %)

est convergente. Alors, par définition, la suite des sommes partielles de cette série
est convergente vers un réel L. Or d’apres la question précédente, cette suite des
sommes partielles c¢’est la suite (In(nu,))

Ona lim Innu, = L, donc par composition des limites (ou par continuité

n—-+o0o

de la fonction exponentielle au point L), on déduit : lim nu, = ek > 0.

n—-—+0oo

Posons K = el ; puisque K # 0, on sait que nu, e K.
400

Uy, ( o n , donc la série de terme général u,, est divergente.
+
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3)
3.1)

n
Onas, = Z(_l)k“k'
k=2
u kll 1
% = Vit Ve = @=eM) — 9 073 < 1. Puisque les u;, sont strictement positifs,
on en conclut que w4 < ug.

La suite (u,) est strictement décroissante

3.2)
2n—+2 2n

SQ(n+l) - SQn = Z (_1)kuk - Z(_l)kuk
k=2 k=2

= (=1 ugppo + (=1)7" ugy 4
= Ugp+2 — Uznt1 < 0
puisque la suite (u,) est strictement décroissante.

la suite (Sa,) est strictement décroissante
2n+3 2n+1

Sotnt1)+1 — S2mt1 = Z (—1)kuy, — Z (—1)" ug

k=2 k=2
= (=1)*"Pugnyz + (=1)*"Pugp o
= —U2p+3 T Uapt2 > 0
puisque la suite (u,) est strictement décroissante.
la suite (S2,41) est strictement croissante

. 2n41 .
lim (Soni1 — Son) = lim (=1)*"Tuy, 1 = lim —ug,yq =0
n—-4o0o n—-4o00 n——4oo

Les suites (S2,) et (Sa,41) sont adjacentes, donc convergentes vers
une méme limite. Il en résulte que la suite (S,) est convergente et
cela veut exactement dire que

la série de terme général (-1)"u, est convergente

2. EXERCICE
1)
e Rappelons que la transposition est un endomorphisme de M, (R) involutif, ¢’est-
a-dire que :

VA € M,(R), {(*(A4)) = A.

Soit (A4, A’,B) € (M,(R))? et A € R.
e(AM+ A',B) =tr(*(NMA+ A")B)

=tr((AMA+tA")B) = tr(\'AB + 'A’B)

= Atr(*AB) + tr(*A’B)

= Ap(A, B) + p(A'B)
e Montrons que ¢ est symétrique.
Soit A = (ai;) € Mu(R) et B = (bi;) € Mu(R) 5 *A = (aiy) / iy = ajy

n
tAB = C avec C = Clj / Ci,j Z (071 kbk,g Zak,ibk,j

0(A,B) =tr(*AB) = ZC“ Zzak,ibk,i (1)

i=1 k=1
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‘B=(Bij) / Bij=bji

tBA=D avec D = (diyj) / di’j = Zﬂi7kak7j = Z bkyia;w-

p(B,A) = tr(* Z dii =Y ) brik, (2)

=1 k=1
La comparaison de (1) et (2) montre que ¢(A, B) = ¢(B, A)

Conséquence : ¢ est linéaire par rapport a la premiere variable du couple,
symétrique, donc (c’est un résultat classique), elle est linéaire par rapport a la
seconde variable du couple.

¢ est une forme symétrique, bilinéaire
e D’apres le calcul précédent,
A) =" ariani =YY ai,
1=1 k=1 1=1 k=1
Il en résulte immédiatement que ¢(A4, 4) > 0.
@(A, A) = 0 <= V(k,i) € ([1,n])?, a},; =0, donc V(k,i) € ([1,n])?, ar:=0
p(A,A) =0+ A= (0)

¢ est une forme bilinéaire, symétrique, définie positive :

¢’est un produit scalaire sur M, (R)

2)
2.1) La matrice ‘AA est symétrique : en effet, d’apres le calcul fait a la question
précédente, on a

AB = C avec C = (¢; ) [ ¢ij = Zal Kbk, = Zak,z‘bkm

donc 'AA = C avec C = (¢;j) / ¢ij = Zakﬂ-akd. Il est alors immédiat que ¢;; = ¢;;,
k=1
donc la matrice *AA est symétrique.

Remarque : on a montré un résultat peut-étre connu des étudiants, a savoir :
V(A, B) € (Mn(R))?, {(AB) = 'B x 'A.
Munissons R™ de son produit scalaire canonique.

tAA est une matrice symétrique, réelle, donc diagonalisable en base
orthonormée.

3D € M,(R), D diagonale, 3P (orthogonale) € GL,(R) / ‘P(*fAA)P =

2.2)

Le réel X valeur propre de A4 si et seulement s’il existe X € M,,1(R), X # (0) telle
que *AAX = AX. Multiplions a gauche les deux termes de cette égalité par *X (ce qui
est possible car *X € M ,(R)) , il vient : tX(PAAX) = XXX = M| X2
OrtX(*AAX) = ({X*A)AX = {(AX)AX = ||AX]||? et par suite, on obtient ||AX|> = \||X][2
et puisque X # (0), on déduit ||X|| > 0, on peut donc diviser par ||X||, ce qui donne
L laxE

X2 =

A valeur propre de *AA implique A >0
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2.3)
JAII* = (p(4, 4))* = tr(*A4). Or
tr(D) = tr(*P(*AAP))
— tr((‘P* AA)P)
=tr(P(*PtAA)) d’apres la propriété admise dans 1’énoncé
= tr((P'P)*AA) = tr(*AA)
Car la matrice P est une matrice orthogonale, donc *P = P~1, ou encore P'P = I,,.

tr(D) = tr(*P(*AAP)) = tr(*AA), donc (N(A))? = tr(D) et de méme (N (B))? = tr(S)

e D’autre part,
SD = (*PB'BP)(*P'AAP) =tPB!B(P'P)! AAP
='PB'BI,'AAP =t'PB*B*AAP
tr(SD) = tr(*PB'B'AAP) = tr('P(B'B'AA)P)
= tr(B'B'AA)) = tr(AB'B'A)
= tr((AB'(AB)) = p(AB, AB)
tr(SD) = (N(AB))?
2.4)

n n
Notons SD = (ai,j) avec oy ; = Zsi,kdk,j. Donc Q4 = Zsi’kdk’i = 82’74)\74 puisque la
k=1 k=1
matrice D est diagonale et que, par conséquent, tous les termes de la colonne numéro
i sont nuls sauf peut-étre celui de la diagonale, c’est-a-dire d;; = \;

2.5)
'E,SE; = 'E;'PB'BPE; = '('BPE;)('BPE;) = ||' PBE,|?
C1
E; est la matrice colonne | : | avec Vke [I,n], k£i=c,=0¢€t ¢; =1
Cn
61 n
SE;= | : | avec ;=Y s;rcx = s;; Puisque tous les ¢, sont nuls sauf ¢; =1
Bn k=1
S1,i
'E{(SE)=(c1 ... c)| : | =si; (méme raison que précédemment).
Sn,i
L’égalité 'E;SE; = ||'PBE;||* implique s;; > 0
2.6)
QMO sia) =D sk
=1 =1 1=1 k=1
= Z(Aisi,i + Z Alsk k)
i=1 ki
n n
= Z Azsi,i + Z Z )\zsk,k
i=1 i=1 ki

Or\; >0et s;; > 0= \s;; >0et de méme \;s; , > 0; par conséquent ZZ Xiskx > 0.

i=1 ki
n n n
Il en résulte que Z NiSiji + ZZAZSM > Z NiSi i
i=1 i=1 ki i=1
n n n
Par conséquent (> X)(D sii) > > Aisi
page 5 Jean MALLET of Michel MITERNIQUE (© EDUKLUB SA
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La conclusion est immédiate :

puisque Zn:Ai = (N(A))?*, Zn:s“ = (N(B))* et zn:A,-si,i =tr(SD) = (N(AB))?, on a bien

i=1 i=1

<§nj N3 si0) = D" Nisii = (N(AB))? < (N(A)(N(B))?, soit

3.PROBLEME

3.1) PRELIMINAIRES

C’est une question de cours : faisons-en la démonstration succinctement
2
V((/\X 1Y) = E(((/\X 1Y) - BEOX + Y)) )

- E((A(X —B(X)+ (Y - E(Y))Z)
- E()\Q(X - E(X))Q) + E((Y - E(Y))Q) + 2)\E((X ~BX)(Y — E(Y))
=NV(X)+ V(Y) +2Acov(X,Y)

1.

Considérons cette expression comme un trinéme en A (le coefficient de A\? # 0 par
hypothese). Ce trindme est pour tout réel A positif ou nul car ¢’est une variance ;
il est donc du signe de V(X), qui est le coefficient de A2, donc il n’admet pas deux
racines réelles distinctes ; il s’ensuit que son discriminant est négatif ou nul.

Ce qui donne 4(cov?(X,Y) — V(X)V(Y)) <0, donc

cov?(X,Y) < V(X)V(Y)

2.

On a égalité si et seulement si le discriminant est nul, donc si et seulement si le
trinome admet une racine réelle double, donc si et seulement s’il existe un réel \g
tel que V(\X +Y) = 0. Or on sait (c’est toujours du cours) qu'une variable a une
variance nulle si et seulement si elle est quasi-certaine.

covi(X,Y) = V(X)V(Y) <= T (N\o,p) € RZ / X +Y soit
quasiment égale a p, c’est-a-dire que P\ X +Y =p) =1

3.2) Partie I : étude d’une fonction de deux variables

1. Notons D; =)0, A[x]0, +oo[ et constatons que D; est un produit de deux intervalles
ouverts, c’est donc bien un ouvert de R2.

Sur Dy, (a,b) — —%(—na—l—S) est de classe C*! en tant que fraction rationnelle dont le

dénominateur ne s’annule pas. L’exponentielle étant de classe ¢! sur R, on conclut

par composition que (a,b) — exp(—%(—na—FS)) est de classe C* sur D;. Puis (a,b) — bin
est de classe C!' sur D; en tant que fraction rationnelle dont le dénominateur ne

s’annule pas, donc,

L, apparailt sur D; comme le produit de deux fonctions de classe C!, donc L, est
de classe C! sur D;.
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e Cherchons les éventuels points critiques.

0L,

Dy (a,b) =1 1 exp(—l(—na—&— S))# 0 sur D;.

bt b

L, n’admet pas de points critiques sur D;, donc elle n’y admet pas d’extremum

2.
L’application ¢ : a+— bi" eXp(—%(—na +9)) est dérivable sur [0, 4] et
Va € [0, 4], ¢'(a) = bin% exp(—%(—na—!—S)) > 0. L’application ¢ est strictement croissante,

donc Va € [0, A[, p(a) < ¢(A), soit

Va € [0, A[, b €0, +00], Ln(a,b) < Ly(A,b)

Remarque : ce résultat reste vrai pour a € |A, +oo|, car alors L, (a,b) =0 < L,(A,b)

3.
¥b >0, g(b) = bin exp(—%(—nA +5)) . Clest une fonction dérivable sur |0, +oo| et Vb > 0,
g0 =g (v % —”?j S exp(— 3 (—nA + 8)) —nb" L exp(—1(—nd + s))

g’(b):O<:>b:b0:%>OcarnA<S.

Deplusb§b0<:>b§%@nbﬁS—nA:r(—nAjtkg)—nbzo:onadoncle

tableau de variations suivant :

b 0 bo +00
g /! \
La fonction g possede un maximum absolu sur ]0, +oco[ atteint au point by = %
4.
e Sur [0,A[x]0,+oc[, Lyn(a,b) < L,(A,b), donc L,(a,b) < g(b) < g(bo)
e sur [A,+oo[x]0,+00[, Ly(a,b) =0 < g(bo)
La fonction L, admet donc sur [0, +o0o[x]0, +-00[ un maxi-
mum absolu, atteint au point (ag,by) = (4, %)
3.3) Partie II : étude d’une loi
1.
La fonction f,, est continue sur R — {a} sans probleme ; elle y est positive. Puisque
+oo
fap(@)=0slz<a, I= fap(z)dz convergera et vaudra 1 si et seulement si
+O<> . . .
I= fas(z)dz converge et vaut 1, c’est-a-dire si et seulement si
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+o0
I= / %exp(—x 7 @) dx converge et vaut 1.
a

r—a

5 (le changement de variable est légitime puisqu’il

Posons dans cette intégrale v =

est affine) ; du = %dx

+oo
I= / exp(—u)du = 1 car on reconnait 'intégrale d’une densité de la loi exponentielle
0

de parametre 1.
Résumé : La fonction f,; est continue sur R — {a}, positive ou nulle sur R et

+ool r—a
/a Eexp(— 5 Ydz = 1.

La fonction f,; est une densité de probabilité

2.
Notons F,, la fonction de répartition d’une variable qui suit la loi £(a,b)

0 slx<a

Fa’b(a?) =

/ %exp(ft_ba)dt siz>a

t—a

b

1

5t donc

Dans l'intégrale effectuons le changement de variable u = ; alors du =

| hexn- 1= [ 7 exp(cudu = [-expl-uly? =1 exp(-259)

La fonction de répartition de X est F,;, donnée par :

b

0 siz<a
Fop(r) =1 —exp(-£=9) siz>a

3.
Soit Y = X —a; Y(Q) =R,

VeeR, PY<z)=PX—-a<z)=PX<z+a)=F(z+a)
Siz<0,alorsz+a<aet P(Y <2)=0car F,(a+x)=0
Six>0,alors z+a>0 et P(YSJ:):Fa,b(a—l—x):l—exp(—%)

La variable Y = X — a suit la loi exponentielle £ (%)

On sait que E(Y)=bet V(Y)=b?;0r X =Y +a, donc| E(X)=a+bet V(X) =0

4.

+oo
L’espérance de X7 existe si et seulement si I'intégrale / 2P fo p(z)dx est absolument

—00
“+oo

convergente, ce qui revient a dire que l'intégrale / 2P fop(z)dz est absolument

convergente, donc convergente puisque sur [a,+oo| (avec a > 0) a?f,;(z) > 0. Dans
ces conditions,

P _ ol _x—ay _ eXp(%) P _Zz
2P fop(x) =2 bexp( A )= pr exp( b)
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: 4 . 24 Ty _ _ 1
Par croissance comparées, xETOOx pexp(—g) =0, donc zP exp(— b)(+oo) (?)

—+o0
L’intégrale / ‘i—g est convergente car 2 > 0 et par la regle de négligeabilité, on

a
—+o0

déduit que / xP exp(—%)dx est convergente.

a

—+oo
L’intégrale / 2P f,»(z)dx est absolument convergente,

a

donc ¥p € N, X admet un moment d’ordre p

Soit p>1letec>a

Ia(e)=[F :cp—l% exp(—Z 7 %)dz. Faisons une intégration par parties :

-1 . 1 . 1 — . 1 —
u'(z) = 2Pt u(z) = 5’ v(x) = gexp(—x 5 ay . v (z) = —bﬁexp(—m 5

u et v sont de classe C! sur [a, +oc[, l'intégration par parties est légitime.

c
D — —
@ = [FheaIg ]+ [l en-25 0

@), Les fonctions

_cPl c—a _ap 1
P bexp( b ) pb pr p(c)

Prenons les limites lorsque ¢ — +o0o

Jim 1,o(c) = E(XPY) Jim Zfll)exp( c;“) = 0 par croissances comparées et
hm I,(c) = E(X?). On obtlent

c—-+00

Vp>1, B(XPl) = —Z—Z + E(XP)

5.
e 1. Notons Fy la fonction de répartition de la variable V.= —bIn(1 - U) +a
Ve e R, Fy(x) —bln(l1-U)+a<x)

In(1-0) > ¢ ; “)

7))
)

car exp est strictement croissante sur R

=PU< 1—exp(
Si z < a, alors exp(—% 7 9y > 1 puisque N @ <0, donc 1 —eXp(—x;a) <0 et
P(U<1 —exp(—xga)) =0
Si z > a, alors exp(—xga) < 1 puisque x;a <0, donc 0 < 1 —exp(—xga) <1;il
s’ensuit que P(U <1 — exp(—% 3 @)) =1 —exp(—Z 7 ay
. 0 siz<a
Conclusion : Fy(z) = 1_exp(_$ga) siz>a

On reconnait la fonction de répartition d’une variable qui suit la loi &, ; donc
V suit la loi &,;. On peut prendre pour densité de V, f.,
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o 2.

On va simuler la fonction de répartition d’une telle variable en utilisant la relation
précédente, c’est-a-dire en écrivant une telle variable sous la forme —bIn(1—U)+a ou
U suit une loi uniforme sur [0,1[, donc ou U sera simulée par la fonction random.

function Tirage(a :real ; b :real ; x real) ;
var u, F : real ;
Begin
randomize ;
if x <= a then Tirage(a,b,x):=0 else
begin u:=random ; F:=-b*In(1-u)+a ; Tirage(a,b,x):=F;

End.
3.4) Partie III : estimation des parameétres a et b
1.
Begin
randomize ;
readln(a,bn) ;
X:= Tirage(a,b) ;
S:=X;Y:=X;
for i:= 2 ton do
begin
S:=S+X;
if X <=Y then Y:=X
end ;
End ;
Remarque : 'idée est que min(a, b, c) = min(min(a, b), c)
2.

E(S,) =nE(X1) =n(a+0b) et V(S,) =nV(X1) = nb* par indépendance des variables X;.
Donc, d’apres la question 3.3.3

E(S,) =n(a+0b) et V(S,) = nb?

3.

Les variables (X; —a) (1 <i < n) sont indépendantes, donc Z(Xi —a) suit la loi F(%,n)
i=1
d’apres un résultat classique du cours.

S, —na suit la loi F(%,n)

Ve eR, P(S, <z)=P(S, —na<z-—na).

0 siz <0
Rappelons quune densité de la loi T(L,n) est f,(z) =4 1 n-1 _z i
pp q (b ) fn(2) {b”F(n)x exp ( b) stz >0

Donc la fonction de répartition d'une variable Z,, qui suit la loi F(%,n) est
0 . siz <0
Fz,(x) = b”l“#(n)/ t"_lexp(_%)dt siz >0
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{ 0 . siz<0
ou encore Fy (z) = 1 n—1 _t D>
b”(n—l)!/o t" " exp ( b)dt stz >0
Donc la fonction de répartition de S, est donnée par
0 sl z < na
Fs,(z) = F(z —na) = 1 Tt e iz>
Fin — 1)1 J, t" " exp ( b)dt Sl x > na

Une densité de S, est donc fs, donnée par

0 si z < na
fs.(x) = mm —na)"! exp(—%(ac —na)) Slz>na

Y, (Q) = [a, +o0].

Ve <a, Fy,(x) =0
Ve >a, Fy,(z) =P, <z)

Car les variables X / (1 <k < n) sont indépendantes et suivent toutes la loi de X.

Ve >a, Fy, () =1- (1 - (1- exp(—%(x - a)))n

=1 - exp(- Tz —a))

Y,, suit la loi 8(%,(1) ; d’apres la question 4) E(Y,,) = a + % et V(Y,) = b—z
n
4.1)
Par définition, le biais de Y, en tant qu’estimateur de a est by, = E(Y,,)) —a = %

Pour une variable T admettant un moment d’ordre 2, I'inégalité de Markov est :

E(T?)
)\2

YA>0, P(IT|>\) <

(Y,,) est une suite d’estimateurs asymptotiquement convergents si lirf by, =0, ce

qui est manifestement le cas vu l'expression de by,

La suite (Y,,) d’estimateurs de a est convergente si Ve > 0, hrf P(|Y, —a|>¢)=0.

Or Y, — a est une variable positive ou nulle puisque Y,,(Q) = [a, +oo[. Elle possede un
moment d’ordre 2 puisque V(Y,, —a) = V(V,,) = b—z Nous pouvons appliquer 'inégalité
n

de Markov :
Ve >0, P(|Y,—a|>e) =PY,—a>¢)
2
< E((Yn, —a)?)
E((Ya—a)2) =V (Y, —a)+ (E(Y, —a))?
— V(Y) + (E(Y,) - a)?
2 2 2
n n n
_ 2
Conclusion : lir}rl (E((Y, —a)*) =0, donc liar_l ((Y”2 of) _ 0 et par conséquent
n—-+oo n—-+00 3
lirf P(|Y, —a| > ¢) = 0 par encadrement
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La suite (Y;) est une suite d’estimateurs de « asymptotiquement
sans biais et convergents

5)
5.1
Le biais de Z,, en tant qu’estimateur de b est :
by, =E(Z,) —b

- Lpz,)-EMv,) -0

= %n(a +b) — (a+ %) —b d’apres la question 3.3.2 de la partie 3.4

Le biais de 2, est by, = -2

5.2
Le risque quadratique de Z,, en tant qu’estimateur de b est :
r2,0) = E((Za - b))

2
= V(Za) + ¥, = V(Za) + 25

n
S, >
2
— V(%) +V(Y,) — 2COV(%7KL) + %

1 b2 2 b2
— EV(Sn) + 2 cov(S,,Y,) + 2

1 2 2
= L) + 2% — 2 cov(S,, Yn)

2
Tz, = 7+ 22— . cov(Sy, Yy,)

5.3
D’apres les préliminaires, on a :(cov(S,,Y,))? < V(S,) x V(Y,).

Or Y, suit la loi &(a, %) d’apres la question 4., donc V(v,,) = 2—22 et V(S,) = nb? d’apres
la question 2. Il en résulte que

2 b : : .
(cov(Sp, Yn))? < 7. Cela implique (par encadrement) que lin cov(S,,Yy) = 0.

Conclusion : L’expression de rz, permet de conclure que lirf rz, =0
n—-—+0oo

On a donc : lirf bz, = 0 ce qui veut dire que (Z,,) est une
suite d’estimateurs de b asymptotiquement sans biais et

lirf rz,(b) = 0 ce qui implique que (Z,) est une suite

d’estimateurs de b convergents.

6)
6.1)

n 0 siz;<a
L(a,b) = Hfavb(xi) avec fop(i) = %exp(—xi l; 4 siz;>a
i=1

page 12 Jean MALLET et Michel MITERNIQUE @ EDUKLUB SA
Tous droits de ’auteur des oeuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation
des oeuvres autre que la consultation individuelle et privée sont interdites.

Fichier généré pour Visiteur (), le 31/05/2021



13

ECRICOME 2007 VOIE S

o SiVie[l,n], z; > a, alors

Remarquons que la condition Vi € [1,n], z; > a équivaut a min(z;)1<i<n > a
e Dans le cas contraire, a > min(z;)1<;<n, alors il existe un indice j € [1,n] tel que
n

z; < a et dans cette condition, f,(x;) =0, donc H % exp(—4 b_ 4 =0
i=1

0 sl a > min(zy,...,x,)
En résumé : L(a,b) = L . .
b” exp( -3 lelfna)) Sl a < min(zq,...,2,)

Il apparait donc que L(a,b) = L,(a,b) pour A = min(zy,...,7,) et

i=1

6-b)
On a obtenu dans le I) : ag = A = min (21,...,2,) et by = % — A.

n
min (z1,. ..,z %Z — min (z1,...,z,) sont les réalisations sur I’échantillon de Y,

et de Z,. On obtlen’; donc les mémes résultats.
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