INTEGRALES GENERALISEES 1. HEC ESCP

ENONCE DE L’EXERCICE

ENONCE-1

+oo
Quelle est la nature de I'intégrale I = / <\3/x3 +1—+/22+ 1) dx
0
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Indications - intégrales généraliséesl.

On pourra faire un développement limité.
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Eléments de correction : intégrales généralisées.1

Posons f(z) = V23 +1 — /22 + 1. La fonction f est continue sur [0,+oo] ; en effet

r — 2% + 1 est continue sur R, et a valeurs dans R, la fonction racine cubique est

continue sur R, donc par composition, = — 3+ 1 est continue sur R,. Méme

démonstration pour x — a2 + 1.

“+o0 “+ o0
f(x)dx est impropre en +co et elle est de méme nature que f(x)dx

0 1

Pour =z > 1,

Vs + 1 :3/333(1—1—%)
= Va8 x a1+ L
X

1\3

= 1+f)

x( 5

Faisons un développement limité de (1 + %)
X

L’intégrale

ol

a l'ordre 3 au voisinage de +o0o par

rapport a la variable %

1
1)3 1 1
1+ =) =14 = == ).
( +m3 * 323 +0(x3)

1
Donc x(1+%>3 :I+L+O(%)
X x

32
NB Pour les étudiants qui ne sont pas familiarisés avec la notation de Landau,
1 1 : . 1y _ 1 _ 1 _ 1
o(;) =3 e(x) avec IETooe(as) =0 ; donc z x 0(;) =X g e(x) = ol e(x) = 0(?).
De méme
Pour z > 1,
2?2+1 = 12(1+%)
€T
=vVa?x |1+ %
X

1
1)5
= 1 —_—
Jc( +x2
1

1
Faisons un développement limité de (1 + —2) * & lordre 2 au voisinage de +oo par
X

rapport a la variable %

—

1)\2 1 1
(14‘?) :1+ﬁ+0(?).

1
Donc x(1+ 1 )2 — o+ 5= +o(d)

2 2z
4 1 1 1 1 1 1 1
Il en résulte que, pour z > 1, f(z) =z + 3.2 —I—o(?) —(z+5;+o(3) =—5-+ 32 +o(3)
car
1 1 1 1
o(?) +o(z) = Psl(x) + ze2()
=1 (0@ +=2@)
=a(x)
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Et puisque lirf a(z) =0, on en déduit que %a(x) = 0(%).
De plus # = 0(%), donc finalement f(z) = —% + 0(%).
Conclusion : ~ (=L
onclusion : f(z) e ( 23:)
Les deux fonctions f et z — —% sont continues, de signe constant (négatives) au

400 400
voisinage de +oo, les intégrales f(z)dz et / _% sont de méme nature.
1 1

—+o00 +o0
L’intégrale / —‘2% est divergente car / d% diverge d’apres le critere de Riemann
1 1

+oo
( / ;Lg converge si et seulement si a > 1) et _% £0.
1

+oo
Donc l'intégrale f(z)dx diverge et par conséquent
1
—+oo
P’intégrale f(z)dx est divergente
0
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