VARIABLES A DENSITE 3. HEC ESCP

ENONCE DE L’EXERCICE

ENONCE-3

Soit X une variable aléatoire réelle a valeurs strictement positives, de densité f. On

suppose que X et % admettent une espérance.

Comparer —-— et E(

L
E(X) X’
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Indications - var a densité 3.

On pensera a Cauchy-Schwarz et on trouvera que 1 < E(X)E(%).
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Eléments de correction : var a densité 3.

e Pour les étudiants qui ne la connaissent pas, établissons 'inégalité de Cauchy-
Schwarz :

Soit f et g deux fonction continues sur un intervalle [a,b] avec a < b. On a

(/  fag@nr)’ < / " (@) x / ‘P (1)

b
Pour tout A € R, posons T(\) = / (Af(z) + g(x))*dz. Remarquons tout de suite que
VA ER, T(\) > 0. On développe et on obtient

>\2/ Az dm+2)\/f dx+/bg(x)d:c.

Si f est la fonction nulle I'inégalité (1) est satisfaite : (0 <0)
b
Si f n’est pas la fonction nulle, alors [ f?(z)dz > 0. Exprimons le fait que le trinome

T()\) garde un signe constant ; cela veut dire qu’il n’admet pas 2 racines réelles
distinctes, donc son discriminant A est négatif ou nul.

A= 4((/: Fa)gOadz)” /ab F2(x)dz x /ab ¢ (x)d)

b b b
A <0 (/ f(x)g(x)da:)2 g/ f2(z)dx x / g*(z)dz, ce qui est I'inégalité cherchée.

X
Soit a et b deux réels tels que 0 < a < b. Appliquons 'inégalité de Cauchy-Schwarz

\/W

continues sur [a,b] ; on obtlent

([ @)’ < [1Daex [“rsa

Faisons tendre a vers 0 et b vers +co. Comme les 3 intégrales de 0 & +oo convergent,
il vient

(/O+O° f(x)dx)2 < /O+Oo @dx X /0+°° rf(x)dz ou encore 1 < B(&) x B(X).

Comme X est a valeurs strictement positives, les deux espérances sont strictement
positives.

+o0 too
o E(X) :/0 2f(z)dz. D’apres le théoreme du transfert, E(L) :/0 1f( Ydx

ax— et r — /zf(z). On vérifie sans peine que ces deux fonctions sont

Le résultat cherché est —-- < E(

ax) =Py ¢)
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