SERIES REELLES 1. HEC ESCP

ENONCE DE L’EXERCICE

ENONCE-1
Soit a € R} et z € R.
Quelle est la nature de la série de terme général u,, = w (n>1)
Jean MALLET (0 EDUKLUB SA
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Indications - Séries réelles.1

Dans le cas z = —1, faire intervenir la série harmonique alternée.
On trouve :

convergence quand |z| < 1.

convergence quand x = —1, a=1

divergence quand |z| > 1.

divergence quand z =1 et quand » = —1 et a # 1.
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Eléments de correction : séries réelles.1

1

Comme cosnm = +1, alors a®"™ = a ou %

Si l'on pose B = min (a, ) et A = max (a, 1) on a l'encadrement 0 < B < a®s"™ < A.

cos N

n
o Si|z|<1,ona |u,|=]|z|" 7_A%§A|x|"

La série de terme général A|z|" est convergente (série géométrique de raison |z| < 1).
Par comparaison des séries a termes positifs, la série de terme général |u,| est
convergente.

Pour |z| < 1, la série E u, est absolument convergente, donc convergente

qcosnm | €T

e Si|z|>1,0na |u,|=|z"%

n 1 . .
[z[7 _ exp(ninfz]) exp(nln|z| —Inn). Par croissances comparées,

n exp(lnn)

hr_~r_1 (nln|x| —Inn) = +oo puisque In|z| > 0. Donc lir_irrl % = +o00.
‘ |7L

lim B——

=400 = lim |u,|=4x
n—-+o0o

n—-+oo
Pour |z| > 1, lirf u, # 0 3 la série E u, est grossierement divergente.
n—-—+oo

cos nm
a—> % > 0.

e Pourz=1,u,=

La série de terme général % est un multiple non nul de la série harmonique, donc
elle diverge. Par comparaison des séries a termes positifs, on conclut :
Pour z =1, la série Z“" est divergente.

(_1)ndcosnw

e Pourz=-1;u,= -

Posons S, Ziuk et H, = il et H! —iﬂ
k=1

k
k=1
2n (_1)kacosk7r
SQTL = E #
k: 1
2k qcos 2km 2k—1 cos(2k—1)m

_Z *Z 2ka—1

on a separe les 1nd1ces pairs et les indices impairs

n 1 2k 1
= “Z Z 2k; 1
k=1
= “Z 2k a 2%k
k=1 k=1
1 n (71)2k 1 n ( 1)2k 1
*a o Tal. ok —1
k=1 k=1
n 2n
_1 1, 1% (=DF
=3 )2 %ta 2
k=1 k=1
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Finalement Sy, = §(a — 1) H, — LHj, , car (~1)F = —(=1)*~1 ;

(_1)k—1
k
¢’est un résultat classique que nous établirons en fin d’exposé pour les étudiants qui

ne le connaissent pas. Donc la suite (H/) est convergente.

La série de terme général , qui s’appelle série harmonique alternée, converge ;

La série de terme général % est divergente d’apres le critere de Riemann (c’est la
série harmonique). La suite (H,) est divergente et tout multiple non nul de H, est
une suite divergente.

Ce qui amene au résultat suivant :

1

. 2_1 . . 2 _
Sia+# 1, alors a2a ;é(),lasmte(aza
a®—1

on conclut que la suite ( 5q Hn — éHén) diverge.

H,) diverge ; comme la suite (%Hén), converge,

* a#1==>(S) diverge, donc la série » ", diverge.

Si a =1, alors Sy, = —H},. D’ailleurs, dans ce cas u, = (_;)n = —(_17):_1 : donc la
série Zun converge.
Pour z = -1, la série Zun converge si et seulement sia=1
En résumé, la série Zun converge si et seulement siz€]—1,1[oux=-1let a=1.
L. (—=1)nt
NB Convergence de la série Z —

L’idée : montrer que les sommes partielles d’indices pairs et impairs sont adjacentes
et conclure que la suite (H/) converge.

2n
-1 k—1
H, =3
k=1
(=12t (=1 1 1
Mm+?2 T+l 2 Ol

(H),) est croissante

0.

4 !/ —
H2n+2 - H2n -

2n+1 (_1)k—1

Hppy = Z %

k=1
, o B (_1)2n (_1)271,—1 B 1 B i

Bt =Honr = gp37 4 20 “on+1 20 <O

(H}, 1) est décroissante

Hy, o — Hj, = ﬁ — 0 quand n — 4o

Les 2 suites sont adjacentes, donc convergent vers une méme limite réelle ¢. On
)n—l

conclut que la suite (H)) converge aussi vers ¢ donc que la série Z (Gl

~—— converge.

Pour information ¢ = In2.
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