ALGEBRE LINEAIRE

ENONCE DE L’EXERCICE

ENONCE-35

Soit p € N*. On considere I'espace vectoriel euclidien R? muni de sa base canonique
(ei)1<i<p €t du produit scalaire canonique noté (, ). On désigne par || || la norme
associée.

L’ensemble M, (R) est ’espace vectoriel réel des matrices carrées d’ordre p.
Si A € M,(R), on note o(A4) 'ensemble des valeurs propres de A.

On dit qu’une matrice est positive si elle est symétrique et si (AC,C) > 0 pour toute
colonne C € M, 1(R).

On note Id 'endomorphisme identité de R?.

1) Montrer qu'une matrice symétrique est positive si et seulement ses valeurs propres
sont positives ou nulles.

2) Soit A une matrice positive de M, (R) fixée ; on désigne par u ’endomorphisme
de R? dont la matrice dans la base canonique de R? est A. Si A\ est une valeur
propre de A, on note p, le projecteur orthogonal de R? sur le sous-espace propre
E(\) = Ker(u — A1d).

a) Justifier les propriétés suivantes :
o py opy, =081 A\ # Ao
e > p=Id
A€o (A)
b) Montrer que I'endomorphisme v = " VApy vérifie vov =u.
A€o (A)
En déduire que la matrice R associée a v est solution de I'équation X? = A.

c) Soit Y une matrice positive telle que Y2 = A. On note w l’endomorphisme
canoniquement associé a Y. Montrer que o(Y) = {V\, A € o(4)}.

Prouver ensuite que si A € 0(4), on a F 5 = Ker(w — vVAId) C E()).

En déduire que w = v, puis qu’il existe une unique matrice positive X € M, (R)
solution de I’équation X? = A.

On définit ainsi la racine carrée de la matrice positive A et on la note /A.
d) Montrer que la matrice vA commute avec A.
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CORRIGE DE I’EXERCICE NUMERO 35

1)
Sens direct : soit A une valeur propre de A ; il existe une colonne Y # (0) dans
M, 1(R) telle que AY = \Y.

(AY,Y) = (\Y,Y) = \||Y]|?. Puisque Y # (0), alors |[Y]|?> > 0.

L’égalité précédente devient \ = <ﬁ§’”};> > 0 puisque A est une matrice positive.
Sens réciproque : notons {\;,...,\.} le spectre de A, noté o(4) dans ’énoncé.

Notons F()\;) le sous-espace propre de A associé a la valeur propre )\;, c’est-a-dire
F(Al) = Ker(A - )\lI)
La matrice 4 est symétrique réelle, donc diagonalisable et on a donc :

M, 1(R) = @F(/\i).

VY € Mpa(R), 3(Y,....Y,) € F(\) x ... x F(A,) /Y =) V..
i=1

AY = ATV = 3D AV = YA
i=1 =1

i=1
Puisque les sous-espaces propres sont deux a deux orthogonaux, on a :
V(i,5) € ([1,7])*, i#j = (Y;,Y;) = 0. Donc
(AV,Y) =) NY, ) Vi)
=1 =1
= Z (\iY3,Y5)

1<4,5<r
=Y (YY)
=1

(AY,Y) =Y \i[|Yil|* > 0 puisque les valeurs propres sont > 0.
=1

Soit A € M,(R), telle que A soit symétrique : A est positive si et
seulement si toutes ses valeurs propres sont positives ou nulles

2-a)

On sait que E = R? = @E(/\i) et que les sous-espaces propres sont deux a deux
1=1
orthogonaux,
Pour tout k € [1,r], notons E; = @E()\i). Alors Ej est le sous-espace orthogonal
ik

supplémentaire de E(\;). En effet, il est clair que E(\;) et Ej sont supplémentaires
puisque la mise bout a bout d’'une base de E(\;) et de Ej est en fait la mise bout a
bout d’une base de E(\),...,E()\,.) donc c¢’est une base de E.

D’autre part, E(\z) est orthogonal a tous les E()\;) pour i # k, donc par linéarité du
produit scalaire, il est orthogonal a leur somme, Ej.

T
Ve € RP, I(x1,...,2,) € E(M) X ... X E(\) [ &= E x; =z + E Z;
i=1 ik
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Donc p,, (z) = 2 puisque le € B,
ik
Considérons j # k, alors z), € E; = @E()\;), car E; contient E()\;) ; par conséquent
i#j
P)\j (xk) =0.
Ceci montre que : Vo € R?, py, opy, (z) =0.

V(k,]) € ([[laT]])Qa k#] :>p)\j OPx, = 0

T
On vient de voir que Vo =) " x; avec z; = py, (z), donc
1=1

Ve e RP, z = Zp,\i(ar) = (Zp&)(x) : Zp,\i =Idg
i=1 i=1

i=1

2_b)
Soit v = Z \//\;Z'p,\i.

Z\fm Z\fm
Z \pro\fm

1<i,j<r
I

Z(\/)Tif(p)\i)z car py;, opx; = 0 pour i FJ

i=1
T

S
o
S]
| |

= Z)\ip)\i car py, est un projecteur

Or Vz e R?, o = le avec z; € E();), donc par linéarité,
=1

T

u(z) = Zu(xz) = Z Ay = Z Aipa,; (@ Z Aipa; ) ( dOHC u = Z)\lpAL

i=1 =1 =1 i=1

u:ZAipAi:vovzﬁ:u
i=1

Il est clair que si R est la matrice de v, on a : R? = A, donc R est solution de I’équation
X2 =A.

2-c)
Notons o(w) = {u1,...,us} le spectre de w.

C’est un résultat classique que pu; valeur propre de w implique p? valeur propre de
w?, donc p? est valeur propre de u. Si on note o(u) = {\,...,\.}, on conclut :

Vu; € o(w), 3N € o(u) / p? = \;. L’endomorphisme w est symétrique, positif, donc
wi >0 et il en résulte que p; = /7.

(w) € {VA; / Ai € a(u)} (1)

Réciproquement, la matrice Y est symétrique réelle, donc diagonalisable en base or-

thonormée (d’ailleurs). Notons f, ..., 3, les valeurs propres de w non nécesssairement
dictinctes.

Il existe une matrice P orthogonale telle que 'PY P = diag(81,...3,) ou {B1,...,B,} =
oY) =o(w)
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tp(diag(f,...,0,)*P =Y? = A ou encore A = P(diag(j3,...,52))" P.
Ceci permet de dire o(u) ={37,..., 82} = {pf,... u2}
Donc V\; € o(u) = o(A), I3 / X = i3, donc VA; = p;.
On a :

Vi [ Ni€o(u)} Cow) (2)

Finalement, d’apres les résultats (1) et (2), on a montré :

o(Y) = o(w) = (VA / A € o(A)}

e Soit Aeo(A)=o(u) et z€ F 5. On a

w(z) = VAz, donc w?(z) = Az ce qui donne u(x) = Az puisque w? = u. Donc z € E(\).
F 5 CEN)

L’endomorphisme w est diagonalisable car sa matrice Y est symétrique réelle.

Donc dimRP = > dimF 5= » dimF.

Vea(Y) A€o (A)
De méme dimRP = Z dim E(\).
AET(A)

Or Card(c(A)) = Card(o(Y)) = r puisque nous avons posé o(A) = {A,...,\.}. Les
égalités précédentes peuvent s’écrire :

erdimF\/A—i =p= zT:dimE(/\i).

i=1 i=1

De plus, Vi€ [1,7], F x C E(\) = dim F 5~ < dim E()\;).

Si 'on suppose qu’il existe un indice j € [1,r] tel que dimFﬁ < dim E(};), alors

Zdim F 5 < Zdim E()\;), ce qui est contradictoire.

=1 =1

Conclusion : Vi € [1,r], F x C E(X\;) et dim F 5 = dim E();) impliquent F - = E(\))
Pour tout ) € 0(A), Ker(w —vAId) = Ker(u — A1d)

D’apres le méme raisonnement de la question 2—b) ot ’'on a montré que u = Z ADa,

A€o (u)
on montrera que w= Y  VAp 5= Y  VAps puisque F 5 = E()), donc p 5 = pa.
A€o (u) A€o (u)
Donc w = Z Vpa =wv
A€o (u)
L’équation X? = A admet dans l’ensemble des matrices carrées
symétriques de M,(R) une solution : v = " VAps. Nous venons de

A€o (u)
constater que toute autre solution w de matrice positive est égale a v :

L’équation précédente a donc une seule solution v

2_d)
On a immédiatement wow = Z VApa = Z A Apy = uow.

A€o (u) A€o (u)

wou=uow < VAA=AVA
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