
EXERCICES DE MATHEMATIQUES

ALGEBRE LINEAIRE

ENONCE DE L'EXERCICE

ENONCE−35

Soit p ∈ N∗. On considère l’espace vectoriel euclidien Rp muni de sa base canonique
(ei)1≤i≤p et du produit scalaire canonique noté 〈 , 〉. On désigne par || || la norme
associée.

L’ensemble Mp(R) est l’espace vectoriel réel des matrices carrées d’ordre p.

Si A ∈Mp(R), on note σ(A) l’ensemble des valeurs propres de A.

On dit qu’une matrice est positive si elle est symétrique et si 〈AC, C〉 ≥ 0 pour toute
colonne C ∈Mp,1(R).

On note Id l’endomorphisme identité de Rp.

1) Montrer qu’une matrice symétrique est positive si et seulement ses valeurs propres
sont positives ou nulles.

2) Soit A une matrice positive de Mp(R) fixée ; on désigne par u l’endomorphisme
de Rp dont la matrice dans la base canonique de Rp est A. Si λ est une valeur
propre de A, on note pλ le projecteur orthogonal de Rp sur le sous-espace propre
E(λ) = Ker(u− λ Id).

a) Justifier les propriétés suivantes :

• pλ1 ◦ pλ2 = 0 si λ1 6= λ2.

•
∑

λ∈σ(A)

pλ = Id .

b) Montrer que l’endomorphisme v =
∑

λ∈σ(A)

√
λpλ vérifie v ◦ v = u.

En déduire que la matrice R associée à v est solution de l’équation X2 = A.

c) Soit Y une matrice positive telle que Y 2 = A. On note w l’endomorphisme
canoniquement associé à Y . Montrer que σ(Y ) = {

√
λ, λ ∈ σ(A)}.

Prouver ensuite que si λ ∈ σ(A), on a F√λ = Ker(w −
√

λ Id) ⊂ E(λ).

En déduire que w = v, puis qu’il existe une unique matrice positive X ∈ Mp(R)
solution de l’équation X2 = A.

On définit ainsi la racine carrée de la matrice positive A et on la note
√

A.

d) Montrer que la matrice
√

A commute avec A.
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CORRIGE DE L'EXERCICE NUMERO 35

1)

Sens direct : soit λ une valeur propre de A ; il existe une colonne Y 6= (0) dans
Mp,1(R) telle que AY = λY .

〈AY, Y 〉 = 〈λY, Y 〉 = λ||Y ||2. Puisque Y 6= (0), alors ||Y ||2 > 0.

L’égalité précédente devient λ =
〈AY, Y 〉
||Y ||2 ≥ 0 puisque A est une matrice positive.

Sens réciproque : notons {λ1, . . . , λr} le spectre de A, noté σ(A) dans l’énoncé.
Notons F (λi) le sous-espace propre de A associé à la valeur propre λi, c’est-à-dire
F (λi) = Ker(A− λiI).
La matrice A est symétrique réelle, donc diagonalisable et on a donc :

Mp,1(R) =
r⊕

i=1

F (λi).

∀Y ∈Mp,1(R), ∃(Y1, . . . , Yr) ∈ F (λ1)× . . .× F (λr) / Y =
r∑

i=1

Yi.

AY = A(
r∑

i=1

Yi) =
r∑

i=1

AYi =
r∑

i=1

λiYi.

Puisque les sous-espaces propres sont deux à deux orthogonaux, on a :

∀(i, j) ∈ ([[1, r]])2, i 6= j =⇒ 〈Yi, Yj〉 = 0. Donc

〈AY, Y 〉 = 〈
r∑

i=1

λiYi,

r∑

i=1

Yi〉

=
∑

1≤i,j≤r

〈λiYi, Yj〉

=
r∑

i=1

λi〈Yi, Yi〉

〈AY, Y 〉 =
r∑

i=1

λi||Yi||2 ≥ 0 puisque les valeurs propres sont ≥ 0.

Soit A ∈ Mp(R), telle que A soit symétrique : A est positive si et
seulement si toutes ses valeurs propres sont positives ou nulles

2−a)

On sait que E = Rp =
r⊕

i=1

E(λi) et que les sous-espaces propres sont deux à deux

orthogonaux,

Pour tout k ∈ [[1, r]], notons Ek =
⊕

i 6=k

E(λi). Alors Ek est le sous-espace orthogonal

supplémentaire de E(λk). En effet, il est clair que E(λk) et Ek sont supplémentaires
puisque la mise bout à bout d’une base de E(λk) et de Ek est en fait la mise bout à
bout d’une base de E(λ1), . . . , E(λr) donc c’est une base de E.

D’autre part, E(λk) est orthogonal à tous les E(λi) pour i 6= k, donc par linéarité du
produit scalaire, il est orthogonal à leur somme, Ek.

∀x ∈ Rp, ∃(x1, . . . , xr) ∈ E(λ1)× . . .× E(λr) / x =
r∑

i=1

xi = xk +
∑

i6=k

xi
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Donc pλk
(x) = xk puisque

∑

i6=k

xi ∈ Ek

Considérons j 6= k, alors xk ∈ Ej =
⊕

i 6=j

E(λi), car Ej contient E(λk) ; par conséquent

Pλj (xk) = 0.

Ceci montre que : ∀x ∈ Rp, pλj
◦ pλk

(x) = 0.

∀(k, j) ∈ ([[1, r]])2, k 6= j =⇒ pλj ◦ pλk
= 0

On vient de voir que ∀x =
r∑

i=1

xi avec xi = pλi
(x), donc

∀x ∈ Rp, x =
r∑

i=1

pλi
(x) = (

r∑

i=1

pλi
)(x) :

r∑

i=1

pλi
= IdE

2−b)

Soit v =
r∑

i=1

√
λipλi

.

v ◦ v = (
r∑

i=1

√
λipλi) ◦ (

r∑

i=1

√
λipλi)

=
∑

1≤i,j≤r

√
λipλi ◦

√
λjpλj

=
r∑

i=1

(
√

λi)2(pλi)
2 car pλi ◦ pλj = 0 pour i 6= j

=
r∑

i=1

λipλi car pλi est un projecteur

Or ∀x ∈ Rp, x =
r∑

i=1

xi avec xi ∈ E(λi), donc par linéarité,

u(x) =
r∑

i=1

u(xi) =
r∑

i=1

λixi =
r∑

i=1

λipλi(x) = (
r∑

i=1

λipλi)(x), donc u =
r∑

i=1

λipλi

u =
r∑

i=1

λipλi = v ◦ v =⇒ v2 = u

Il est clair que si R est la matrice de v, on a : R2 = A, donc R est solution de l’équation
X2 = A.

2−c)

Notons σ(w) = {µ1, . . . , µs} le spectre de w.

C’est un résultat classique que µi valeur propre de w implique µ2
i valeur propre de

w2, donc µ2
i est valeur propre de u. Si on note σ(u) = {λ1, . . . , λr}, on conclut :

∀µi ∈ σ(w), ∃ λj ∈ σ(u) / µ2
i = λj. L’endomorphisme w est symétrique, positif, donc

µi ≥ 0 et il en résulte que µi =
√

λj.

σ(w) ⊂ {√λi / λi ∈ σ(u)} (1)

Réciproquement, la matrice Y est symétrique réelle, donc diagonalisable en base or-
thonormée (d’ailleurs). Notons β1, . . . , βp les valeurs propres de ω non nécesssairement
dictinctes.

Il existe une matrice P orthogonale telle que tPY P = diag(β1, . . . βp) où {β1, . . . , βp} =
σ(Y ) = σ(w)
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tP (diag(β1, . . . , βp)2P = Y 2 = A ou encore A = P (diag(β2
1 , . . . , β2

p))tP .

Ceci permet de dire σ(u) = {β2
1 , . . . , β2

p} = {µ2
1, . . . µ

2
s}

Donc ∀λi ∈ σ(u) = σ(A), ∃ µ2
j / λi = µ2

j , donc
√

λi = µj .

On a :

{√λi / λi ∈ σ(u)} ⊂ σ(ω) (2)

Finalement, d’après les résultats (1) et (2), on a montré :

σ(Y ) = σ(ω) = {√λi / λi ∈ σ(A)}

• Soit λ ∈ σ(A) = σ(u) et x ∈ F√λ. On a

w(x) =
√

λx, donc w2(x) = λx ce qui donne u(x) = λx puisque w2 = u. Donc x ∈ E(λ).

F√λ ⊂ E(λ)

L’endomorphisme w est diagonalisable car sa matrice Y est symétrique réelle.

Donc dimRp =
∑

√
λ∈σ(Y )

dim F√λ =
∑

λ∈σ(A)

dim F√λ.

De même dimRp =
∑

λ∈σ(A)

dim E(λ).

Or Card(σ(A)) = Card(σ(Y )) = r puisque nous avons posé σ(A) = {λ1, . . . , λr}. Les
égalités précédentes peuvent s’écrire :

r∑

i=1

dim F√λi
= p =

r∑

i=1

dim E(λi).

De plus, ∀i ∈ [[1, r]], F√λi
⊂ E(λi) =⇒ dim F√λi

≤ dim E(λi).

Si l’on suppose qu’il existe un indice j ∈ [[1, r]] tel que dim F√
λj

< dim E(λj), alors
r∑

i=1

dim F√λi
<

r∑

i=1

dim E(λi), ce qui est contradictoire.

Conclusion : ∀i ∈ [[1, r]], F√λi
⊂ E(λi) et dim F√λi

= dim E(λi) impliquent F√λi
= E(λi)

Pour tout λ ∈ σ(A), Ker(w −
√

λ Id) = Ker(u− λ Id)

D’après le même raisonnement de la question 2−b) où l’on a montré que u =
∑

λ∈σ(u)

λpλ,

on montrera que w =
∑

λ∈σ(u)

√
λp√λ =

∑

λ∈σ(u)

√
λpλ puisque F√λ = E(λ), donc p√λ = pλ.

Donc w =
∑

λ∈σ(u)

√
λpλ = v

L’équation X2 = A admet dans l’ensemble des matrices carrées
symétriques de Mp(R) une solution : v =

∑

λ∈σ(u)

√
λpλ. Nous venons de

constater que toute autre solution w de matrice positive est égale à v :

L’équation précédente a donc une seule solution v

2−d)

On a immédiatement u ◦ w =
∑

λ∈σ(u)

√
λλpλ =

∑

λ∈σ(u)

λ
√

λpλ = u ◦ w.

w ◦ u = u ◦ w ⇐⇒ √
AA = A

√
A
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