ALGEBRE BILINEAIRE

ENONCE DE L’EXERCICE

ENONCE-6

1) Soit (A, B) € (GL,(R))? tel que A — B € GL,(R).
Montrer que A~! — B~! appartient a GL,(R) et que (A~! — B 1)~ =B(B—- A)"'1A.
On pourra montrer que AB~! — BA™! = (A—- B)(B~! + A1),

2) Montrer que si C € M, (R) est la matrice d’un produit scalaire sur R, il en est de
meéeme pour C~L.

3) On suppose que A et B sont les matrices de deux produits scalaires sur R™ telles
que B — A soit aussi la matrice d’'un produit scalaire sur R™ .

a) Montrer que B(B— A)"'A=A+ A(B—-A)"'A
b) Montrer que (A=t — B~1)~! est la matrice d'un produit scalaire sur R".
En déduire que A=! — B~! est la matrice d’'un produit scalaire sur R"”.
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CORRIGE DE I’EXERCICE NUMERO 6

1)
e Montrons que (A~! — B~1) est inversible.
Soit X € M,,1(R) telle que (A~' — B~1)X = (0).

Cette égalité équivaut a| A™'X — B7'X = (0) (1) |[ou encore & X = AB~'X apres
avoir multiplié les deux termes de ’égalité a gauche par la matrice inversible A (c’est
I'inversibilité de A qui donne I’équivalence). On obtient aussi de maniere équivalente
X = BA7'X. Ces deux égalités impliquent AB~!X — BA™'X = (AB~! — BA 1) X = (0).
Montrons, comme le suggere 1’énoncé, que (AB~' — BA~!) = (A—- B)(B~1 + A71).
AB'—BA™! —(A-B+B)B'—(B—A+A)A"!

=(A-B)B '+ BB ' —(B—A)A~! - AA~!

=(A—B)B~'+ (A— B)A™!

= (A-B)(B"'+ A
Dans ces conditions I'égalité (AB~! — BA=1)X = (0) devient (A— B)(B~'+ A~1)X = (0)
et puisque A — B est inversible, on obtient (B=! + A=1)X = (0), soit

A"1X + B71X = (0) (2)

AT'X —B'X = (0)

AT'X +B'X = (0)

Il en résulte immédiatement A='X = B~'X = (0). Or A~! (comme B~! d’ailleurs) est
inversible, d’ou X = (0).

Finalement, par les égalités (1) et (2), on a le systeme {

Finalement (A=! — B 1)X = (0) = X = (0) : (A~! — B71) est inversible

e Vérifions maintenant que B(B — A)~tA(A"! - B Y =1,

B(B—A)'A(A" —B~Y) =B(B—A)"'AA"'— B(B— A)"'AB"}
— B(B—A)"' — B(B— A)"'AB!
— B(B— A)M(I, — AB™Y)
= B(B— A)"}(BB~! — AB)
= B(B— A)"}(B - A)B~
= B((B-A) (B~ 4))B"!
~BL,B'=1,

(B(B—A)""A) (A~ — B~ =1, < B(B— A)'A=(A"! — B~1)~!

Remarque : on aurait pu faire cette vérification des le début pour prouver que
(A=t — B~1) était inversible.

2)
Rappelons qu'une matrice D € M,,(R) est la matrice d'une produit scalaire sur R” si
et seulement si

D est symétrique, VX € M,,1(R) 'XDX >0et ! XDX =0= X = (0).

On peut remarquer que la matrice d’'un produit scalaire est inversible. En effet, si
D est une telle matrice, soit X € M,,;(R) / DX = (0). Multiplions des deux cotés a
gauche cette égalité par X, il vient {XDX =0 ; donc X = (0) par hypothese sur D.
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Considérons donc la matrice ¢ d'un produit scalaire.

C inversible implique C~! existe et est inversible aussi.

te-1) = (tC)~t = 71, puisque C est symétrique. Donc C~! est symétrique.
Soit X € M,,1(R). Puisque C est inversible, il existe Y € M,,1(R) / X =CY.

Alors

tXCTIX  =1(CY)0oT(CY)
=tytcc-cy
=tyloy

='YCY car la matrice C est symétrique
Donc tXC-'X > 0.
De plus, ' XC71X =0 < 'YCY = (0), donc Y = (0) et par suite X = CY = (0).

La matrice C~! est la matrice d’'un produit scalaire dans R"

3—a)

B(B—A)"'A =(B-A+A)(B-A)4A
=B-A)(B-A) A+ AB-A)A
=A+AB-A)tA

Conclusion : B(B—A)"'A=A+AB—-A)"'A

3-b)
D’apres la question 1), on a : B(B—A)"'A=(A"' - B~1)~! donc

A+ A(B—A)"1A= (A"l — B~1)~1

Montrons que (A=' — B71)~! est la matrice d'un produit scalaire.
x A~l et B~ sont symétriques, donc A~! — B~1 aussi et par suite (47! — B7!)7! est
symétrique.
* Soit X € M,,1(R) ;
PX(A' B 1)'X  =tX(A+ AB - A)'A)X
=!'XAX +'XA(B - A)~1AX
=!XAX + Y AX)(B — A)71(4X)

Il en résulte que : *X (A1 — B~1)~1X > 0 puisque !X AX >0 et {(AX)(B—A)"1(4X) >0
car A et (B— A)~! sont des matrices de produit scalaire.

x D’apres le calcul précédent,
EX(AT' - BT)TIX =0 <= 'XAX + {(AX)(B — A)~1(AX)
= IXAX = HAX)(B — A)"(AX) =0

puisque chacun des nombres X AX et {(AX)(B — A)~1(AX) sont > 0.
En particulier {XAX = 0= X = (0), donc ‘X(A~!' - B 1)71X =0 = X = (0).

On en conclut que (A~'—B~1)~! est la matrice d’'un produit scalaire
et d’apres la question 2), on obtient que ((A~'~B~!)~1)~t = A~ -pB~!
est la matrice d’un produit scalaire.
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