ANALYSE

ENONCE DU PROBLEME

ENONCE-7

On compare dans cet exercice les intéréts rapportés par une somme donnée placée
de différentes fagons.

1) UNE QUESTION TECHNIQUE
Dans toute cette question on désigne par z un nombre réel positif donné.
a) On considere la fonction définie pour tout réel ¢ > 0 par :

f(t) =t.In(1+ F)

Calculer f/(t) et f(t). Quel est le signe de f"(t) 7
Calculer la limite de f/(t) quand ¢ tend vers +oco. Quel est le signe de f/(¢) 7
En déduire le sens de variation de la fonction f sur ]0,+oof .
b) On considere la suite définie pour tout entier n > 1 par :

u, = (14 %)”
Déduire de I'étude de f le sens de variation des suites (In(u,)) et (u,).
Calculer la limite de la suite (u,) lorsque n tend vers +oo.

2) TAUX D’INTERET ANNUEL ET TAUX D’INTERET SUR UNE FRACTION
DE I’ANNEE

On considere une somme S, que 'on place de différentes facons.

a) On place Sy durant une année au taux d’intérét annuel r > 0. De quelle somme
dispose-t-on a l'issue d’'une année de placement 7

b) On subdivise 'année en n périodes égales, et on place Sy durant une année a un
taux d’intérét égal a I pour chacune des périodes.

De quelle somme dispose-t-on a 'issue d’une année de placement ?

Déterminer la limite de celle-ci lorsque n tend vers +oo.

Comparer les deux placements des questions a) et b) et conclure.

c) On subdivise I’année en n périodes égales et on place S, durant une année a un
taux d’intérét égal a r, pour chacune des périodes (ou r, est donc indépendant de
la période considérée).

De quelle somme dispose-t-on a 'issue d’une année de placement ?

Exprimer r, en fonction de r et de n pour que le placement d’une somme rapporte
les mémes intéréts, que celle-ci soit placée a I'année au taux annuel » ou a I’année
divisée en n périodes égales au taux d’intérét par période r,, .

A titre d’exemple, si r = 12%, le taux mensuel est égal a 0.95%.

3) TAUX D’INTERET ANNUEL ET TAUX D’INTERET INSTANTANE CONS-
TANT

On considere une somme Sy que I'on place au taux d’intérét instantané i > 0, ce qui
signifie que si 'on dispose a l'instant ¢ > 0 de la somme S(t) (avec donc S(0) = Sp),
alors on dispose a l'instant ¢+ h > 0 de la somme S(¢t + k) ol :
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S(t+h) = S(t)(1 + ik + he(h)) avec lim e(h) = 0

a) Prouver que S est dérivable en t et exprimer S’(t) en fonction de S(t) et i.

b) Etudier la fonction ¢ —— exp(—it)S(t), puis en déduire l'expression de S(t) en
fonction de Sy,t et i.

c) Quelle est la somme S(t) obtenue a lissue d’une année de placement ?

Exprimer i en fonction de r pour que le placement d’une somme rapporte les mémes
intéréts, que celle-ci soit placée a l'année a taux constant annuel r ou au taux
instantané i 7

A titre d’exemple, si r = 12%, le taux instantané est égal a 11.33%.
4) PLACEMENTS A TAUX INSTANTANE VARIABLE

On considere une somme S, que 'on place au taux instantané i(t) > 0, ce qui signifie
que si 'on dispose a I'instant ¢t > 0 de la somme S(t), alors on dispose a l'instant
t+h >0 de la somme S(t + h) ou :

S(t-+h) = S(O)(1+i(t)h + he(h) avec lim e(h) =0

On suppose la fonction ¢ — i(t) continue sur R* et I’'on note I sa primitive s’annulant
en 0.

a) Prouver que S est dérivable et exprimer S’(t) en fonction de S(t) et de i(t).

b) Etudier la fonction ¢ — exp(—1I(t))S(t), puis en déduire I'expression de S(t) en
fonction de S, et de I(¢).

c) En déduire la somme S(n) obtenue a l'issue de n années de placements dans les
quatre cas suivants (i et a sont des nombres réels positifs donnés).

1)i(t) =i taux constant

2)i(t) =1i(l+asint) fluctuations autour d’un taux constant

3)i(t) =i(l+ae™?) taux tendant vers i sans osciller

4)i(t) =i(l+ae"tsint) taux tendant vers i en oscillant
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D’aprées ESSEC 1998 3

CORRIGE DU PROBLEME NUMERO 7

CORRIGE-T7 :

EXERCICE-I
QUESTION-1
1-a)
vt >0, (1) —m@+§ymii
=In (1 + %) - tifx
Yt >0, f'(t)=In (1 n %) -
vt>0, f(t) = L e

I+%  (z+41)?

775(969:- t) + (z —ft)Q

_ —x(ztt) tat
t(z +t)?
W>Qf%w=ifép- L () <o,

: T\ _ . T\ _ 1. 7 T .
tllglooln<1+?>—0,Cartllgrnoo(:[%»t)—l,tllgrnooert—O,dOHC

lim f'(t) = 0.

t——+oo

f"(t) <0, donc f’ est décroissante sur 0, +ocf. , ligl f'(t) =0, donc

vVt >0, f'(t) >0: f est croissante sur ]0,+ool.

1-b)
e VneN* In(u,)=nln (1—1—2) = f(n).

n

f est croissante sur 0,+oc[, donc la suite (In(u,)) est croissante. La fonction ex-
ponentielle est croissante, u, = expln(u,), donc par composition de fonctions

croissantes, | la suite (u,) est croissante.

Tr _

In(uy,) Xy =g, car lim % =0, donc In (1 + %) ~

n—-+oo n—-+oo

3

Remarque : cette équivalence est justifiée car & #0 !

On en déduit que lirf In(u,) = =, donc par composition des limites (ou par

continuité de ’exponentielle)

lim wu, =¢€*.
n——+00
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4 D’aprés ESSEC 1998

QUESTION-2

2-a)
Ayant placé la somme Sy, au bout d’un an, on aura gagné S, x r ; on disposera donc

de So+ So x 7, soit So(l + 7")-

2-b)

Au bout de la premiere période, on dispose donc de S; = So(l + %)

2
Au bout de la deuxieme période, on dispose de S, = S; (1 + %) = So(l + %) .
Raisonnons par récurrence.

k
Soit Hy, la propriété : 7 au bout de k périodes, on dispose de la somme S = S (1+%) .

Initialisation : H, et H, sont satisfaites (d’ailleurs, H, est également satisfaite).

k
Hérédité : Supposons qu’il existe k € N, / Sy = So(l + %) . Au bout de la période
N k+1
suivante - la k + 1 °™¢ - on disposera de la somme Si,; = Sk (1 + %) =8y (1 + %)

La propriété H,., est satisfaite, elle est héréditaire.
D’apres le principe du raisonnement par récurrence, on conclut que

Vk €N, Sy :50(1+%)k.

En particulier au bout d’'un an, donc au bout de n périodes, on disposera de

n

Su=50(1+%5)"

D’apres la question 1 b), on conclut que | lim So(l + %) = Soe’.

n—-+oo

On a vu que la suite (u,) était croissante, donc Vn € N*, u; =1+r < (1 + %) )

Or So >0 dOHC, So(]. +7’) < S()(]_ + %)"

Le placement du b) rapporte plus que celui du a).

2-c)
Le raisonnement est identique a celui effectué au b), avec r, au lieu de £-

Au bout d’un an de placement on dispose de | So(1+r,)".

On cherche r, pour que Sy(1 +7,)" = So(1 + 7). Ce qui équivaut a (1 +7,)" =1+,

puisque Sy # 0. On peut élever a la puissance %, on obtient 1 +r, = (1 + r)% et

finalement

rn:(l—i—r)%—l.

QUESTION-3

3-a)
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D’aprées ESSEC 1998 5

lim S(t+h)—S(t) . S(t)(ih + he(h))
h—0 h = h

= lim S()(i + (k) = iS(8).

vt >0, S est dérivable au point ¢ et S'(t) = iS(¢).

3-b)
Posons, pour ¢t >0, g(t) = e~ "S(t).
Vt>0, ¢g'(t) = —ie ®S(t) +e S (1)
= —ie""S(t) +ie"*S(t) d’apres a)

=0.

g est constante sur R,.

Il existe k € R tel que Vt e Ry, g(t) = e %S(t) =
Pour t =0, g(0) = S(0) = Sy =k, donc Vt >0, e ®*S(t) = Sp.

Vit € R+, S(t) = S()@it.

3-¢)
S(l) = Soei.
On cherche i pour que Spe? = Sp(1+7), c’est-a-dire : e = 1+r car Sy # 0. Ce qui donne

=1In(l+r).

QUESTION-4

4-a)
tim S =S (s(0)i0) + £0)
— S(b)i(1).
S est dérivable sur Ry et vt >0, S'(t) = S(t)i(t).
4-b)
Posons : vt € R+, o(t) = e 1WS(1).
VEERL, ¢'(t) —I'(t)e WS (t) + e 105 (t)
—i(t)e 1WS(t) +i(t)e W S(t) d’apres a)

=0.

VE>0, ¢'(t) =0.

¢ est constante sur R, donc il existe I € R, / Vt >0, o(t) =e T®S(t) =1.
Pour t =0, e 1(95(0) = S(0) =1 car I(0) = 0.
Cela donne Vt > 0, ¢(t) = e 1D S(t) = S,.

vVt € Ry, S(t) = Spel®.

4-c)
Rappelons que I est la primitive de i qui s’annule en 0.
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6 D’aprés ESSEC 1998

e 1.Doncsii(t)=i, I(t)=it.| VneN, S(n)= Spe™.

e 2. Les primitives de t — i(1 + asint) sont ¢t — i(t — acost) + K ou K est une
constante réelle.

Pour obtenir I, primitive qui s’annule pour ¢ = 0, il faut K = a4, car on doit avoir
I’égalité : 0 =4i(0 — acos0) + K; cela donne effectivement K = ai.

Cette primitive est donnée par :
I(t) =i(t — acost) + ai = i(t — acost + a).

Yt >0, I(t) =i(t —acost +a). Vn € N, S(n) = S,elln—acosnta)

e 3. Les primitives de t — i(14+ae~?) sont t — i(t—ae~t)+ K, ou K est une constante
réelle.

Pour obtenir I, primitive qui s’annule pour ¢ = 0, il faut K = ai, car on doit avoir
I’égalité :

0=14(0—ae ?) + K, ce qui donne effectivement k = ai.

Cette primitive est alors donnée par :

I(t)=i(t —ae ") +ai =i(t —ae” ' +a).

YVt >0, I(t)=i(t —ae"t4+a). Vn € N, S(n) = Spel(n—ae "+a),

e 4. La primitive I cherchée est donnée par :
t

Yt >0, I(t) =i(t+ a/ sinxe™ “dx).
0

J
Calcul de J : intégration par parties.
u(z) =sinz ; J'(zr) =cosz
(z) =e® ; wvx) =-—-e*

u et v sont de classe C! sur R,.
t

J=[(- sinyc)e‘”’]fJ —|—/ e Ycosxdx.
0

K
Calcul de K : intégration par parties.

w(z) =cosz ; w(r) =-—sinz

x —XT

v(x) =e” ;o v(r) =-—e
w et v sont de classe C! sur R,.
t
K = [(—cosm)e*I]g—/o (sinx)e”“dx
=1—(cost)e™t — J.

Donc
J

[ — (sin x)e’””}g +K
= —(sint)e "t + (1 — (cost)e™t — J)
2J = —(sint)e *+1— (cost)e "

J ( — (sint)e™" 4+ 1 — (cos t)e_t).

|
pol— |

vt >0, I(t) = i(t + G(—(sint)e ™" +1 — (cost)e™)).
Vn € N, S(n) = Spexp (z(n + %(—(sinn)e—” +1-— (cosn)e—"))).
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D’aprées ESSEC 1998 7

Allure des courbes correspondantes :

9 A &
<
_)_
24 a
* 3

)

= ac
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