ECRIECOME

Banque c[‘épreuves ecrites communes aux concours des Ecoles

ESC Bordeaux, ESC Marscille:Provence, ESC Reims, ESC Rouven, TN Nancy

MATHEMATIQUES

Lundi I8 mai 1998 de 8 h00a 12 h 00

Durée : 4 heures
Option scientifique

EXERCICE 1
On considere sur un espace probabilisé ( Q, 5, P) une suite (Xj)n»1 de variables
aléatoires indépendantes, de méme loi définie pour tout entier n > 0 par :

PXp=-1)=p PXp=+1)=1-p oupestunréeltelqueld<p=<1.
n
On définit la suite de variables aléatoires { Zp)n»1 par: Zp= H X;
i=1
a,=P(Zy=-1)
1- Onpose Vn=1 {bnzP(Zn:-%- 0

a) Calculer a,+ b,,.

b) M Vsl | ™ ) uOestlamamice[ E O F
) Montrer que: Vn= b =Ql o1 Qes amarlce( o 1-p)

n+1 n
1- Pn Pn

2- a)Montrerque: Vnz=1 Q"=
Pn 1_pn

) olt p,, estun réel tel que

0 < p, <1 et donner une relation de récurrence entre p, ., et p,.
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b} En déduire une expression explicite de p,, en fonction de n et p.

1
Montr i =5
c) Montrer que i, m p,=3

— oo
Que peut - on en déduire pour la suite de variables aléatoires {Zpn»1 lorsque n tend
vers + oo ?

3 - Donner une condition nécessaire et suffisante sur p pour que les variables 7, et Z3
soient indépendantes.

On suppose cette condition réalisée : quelle est alors la loi de Z,?

Montrer que :

1
Vn=1l P(Z1=e],...,Zi:ei,...,anen)=2—n ot gj=+ 1 pourtouti (l<i=n)

Que peut - on en déduire pour la suite de variables aléatoires (Zpjnz1 ?
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EXERCICE 2

Soit E l'espace vectoriel des fonctions réelles définies et continues sur R.

A toute fonction f de E, on associe la fonction F définie par :
x+1

x=>F)= [ft)dt
X
1~ Montrer que F est définie, continue et dérivable sur R. Calculer F '(x).
2 - Déterminer F dans les cas suivants :

a)x — £ (x) = sin2nx ;
1-x six<l

b)x%f(x)—{m six =1

3 - Soit T 'application de E dans lui-méme définiepar: {-—>T(f)=F
a) Montrer que T est linéaire.

b) Est-elle injective ? surjective ?

4 - Omn dit que le réel k est valeur propre de T s1l existe une fonction non nulle f de E

verifiant T(f) =2 £ ; f est appelée fonction propre associée a la valeur propre .

a) Montrer que O est valeur propre de T.

b) Montrer que pour tout réel a, la fonction x — e~ est une fonction propre associée a

une valeur propre Aa) que l'on déterminera.

¢) Etudier les variations de cette fonction » sur R et en déduire que tout réel positif est

valeur propre de 'application T.
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PROBLEME

L'objectif de ce probleme est de “prolonger” la fonction factorielle n — {n - 1)! définie
sur N en une fonction définie sur les réels qui ne sont pas des entiers négatifs.

On étudie ensuite quelques propriétés de cette fonction.

R est Fensemble des réels, N I'ensemble des entiers naturels et Z l'ensemble des
entiers négatifs ou nuls.

OnposeE =R - Z7: E est donc l'ensemble des réels qui ne sont pas des entiers
négatifs ou nuls.
Partie A

On considere une fonction f définie sur une partie D de R et & valeurs dans R.

On dit que f a la propriété & si et seulement si :
festdéfinieenlet f(1)=1
{VxED x+1€D et f(x+1)=xf(x)

1 - a) Montrer qu'une fonction ayant la propriété & ne peut étre définie en x entier

négatif ou nul.

b) Montrer quesiD=N* n — f(n)=(n-1)! ala propriété L.
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{On adopte la convention : 0! = 1)

2 - a) On considere la fonction ' définde sur Rt par: x — I'(x)= ft X1 ot g
0

En utilisant, sans les démontrer, des résultats du cours, montrer que T a la propriété &

et rappeler la valeur de T" {n) Vpour n entier strictement positif.

b) Montrer que pour tout x réel strictement positi{ et tout n entier strictement positif :

T (x4m) = (x4n-1) (x4n-2) L (kD) x T {x)
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3 - Pour tout élément x de E et tout entier i1 tel que x+n soit strictement positif,

I' (x+n)
onpose: A, () = LAY and)

a) Montrer gue pour x > 0 et n > 0, A (x) ne dépend pas de n.

b) Soit x un réel négatif non entier.

Montrer que x + n est strictement positif a partir d'un rang dépendant de x noté N,.
Soient n et p deux entiers naturels. Pour n strictement supérieur a Nx , calculer

A en fonction de A_{x+n).

En déduireque: Y n>N_ VpeN ArH_P(x) = A, (0.

c) Le réel An(x) étant indépendant de n pour n > N_, on définit sur E une fonction T
par F(x)= AL (x) pour n > N,.

Montrer que la fonction I ala propriété &, et que pour tout x réel strictement positif
T (x) = ().

Endéduire que: VYV xck T (x +n) = (x+0-1) (x+n-2) ... (x+1) x f(x)

On dit que I’ prolonge la fonction I" définie sur R*+*.

Par abus de notation, on notera désormais dans tout le probleme simplement I" et non

plus I, la foniction ainsi prolongée.
+o0

Int _t
4-a)Onpose I = {—=dt et ] = ftint et dt
b Ve 1

Montrer que [ et J sont des intégrales absolument convergentes.
b} Soit h la fonction de deux variables définie sur R x R par:

(t.x) = hitx)=txt

En appliquant l'inégalité des accroissements finis a la fonction x — ut(x) =h (i, x),

montrer que :

VEE 101] Vxela 20 Thio-heDl = 1x-11 28
=, 5 LX) - , < | x-11 —p=
: XE13.9 % Jt
13
et que : Vie[1, +of VXE]E,EI lhit, x)-h(t DI = Px-11tint (2)
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) Montrer qu'il existe une constante K telle que :

13 :
Vx€jz,5 I IT(x)-F() | = K| x-11 (3)
En déduire que la fonction I est continue au point 1.

1
5 - En utilisant la question précédente, montrer que I' (x) ~ % au voisinage de 0.

En déduire un équivalent simple de T (x) au voisinage de x = - n {(n € N*).

6 - On admet I'équivalence suivante :

rix) ~ XX eXalamx ()

X — Goo

a) Calculer pour x réel fixé lim (1 + % )n.

n— +oo

b) Monltrer que si x est un entier naturel n, I' équivalence (*) permet de retrouver la

n _-n

formule de Stirling : n! ~ n e 27t n
n— +owo
) I' (x+n)
c) Montrer que: Vx&E Hm ~ =1
n—+eo NI (N)
n! n*

d) En déduire que : YxEE ) = Lim

In - +oo

x {(x+1} ... {x+n)
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Partie B
On se propose dans cette partie de donner une autre expression de la fonction T

sur E.
x/n

, . e 0
1 - Pour n strictement positif, on pose gn(x) = 13x/n et G, (x) = H gk(x}.
k=1

Montrer que pour tout réel x positif, la série de terme général u (x) =Ing (x) est
convergente.

En déduire, pour tout réel x positif, l'existence de lim Gn (x).

1 — +oo

On appelle G (x) cette limite. On définit ainsi une fonction G sur R

2 - Montrer que la suite ( Gn (x) )n cn+ est convergente pour x réel négatif non entier.

(On remarquera que pour tout x fixé, g (x) est strictement positif pour n suffisamment

grand).
On a donc une fonction G définie sur Epar: x — G{x)= lim G, (x).
n—+o
L
3 - Vérifierque: In Gn(l) = T In {(n+1) et retrouver le résultat suivant :

=

IV ENl
o=

—t

la suite de terme général v_= -lnn a une limite finie strictement positive y

=
—_

quand n tend vers + oo, y s'appelle la constante d'Euler.
( On pourra utiliser, en le justifiant, le résultat : ¥ x>0 eX>x+1)

n

n! exp (XE 1/K)
k=1

4 - Montr :¥x =xI
ontrer que | xXEE Gn(x) xI (%) RN

- 'YX
e
5 - En utiisant la question A- 6-c), montrer que: VYV xEE ()= ~ G(x).
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