Calcul matriciel

Méthodes

1. Opérations sur les matrices

= Somme de deux matrices. Soient n et p deux entiers naturels non nuls, (A,B) é(M, ,(R))?,

A =@ j)cien €t B =(j)icizn - La somme des matrices A et B est la matrice CeM,, ,(R),

1£j£p 1£j£p
C=A+B définie par: C = (Cj)1gign OU :
1£jEp

v(i.j)e [Ln]" 1 p] ,ci;=aij+oi .

* Produit d’'une matrice par un réel. Soient n et p deux entiers naturels non nuls,

AEM, o (R),A =@ j)isicn €L AeR. Le produit de la matrice A par le réel X est la matrice
1£jEp

CeM, ,(R), C=XA définie par: C = (Cjj)igign OU :
1£j£p

V(l,j)e [[1, n]], []:1, p]] ) Ci’j:>\ai’j.

= Produit de deux matrices. Soient n, m et p trois entiers naturels non nuls,

AeM,,(R),A =@j)izicn €t BEM,; n(R), B :(q,j)mp . Le produit des matrices A et B est la
1

1£jEp JEm

matrice CeM,, m(R), C=AB définie par: C=(G )¢, OU:
1£jEm

8
V@i.))e [Lnl" [Lml, ¢; = axk; -
k=1

= Transposée d'une matrice. Soient nNn et p deux entiers naturels non nuls,

AEM, ,(R),A = (@ j)icicn - La transposée de la matrice A est la matrice CeM,, ,(R), C="A
1£jEp

définie par: C=(¢ ;)i e, OU:
" EjEn

V(@) ell pl” [Lnl, cij=a;,.

Soient n et p deux entiers naturels non nuls, (A,B)c(M,,(R))* et \ée R. On a ‘(A+B)=A+B,

'‘O\A)=\'A. De plus, on a pour tout entier naturel n non nul et pour tout (A,B)e(M,(R))?*:
'(AB)=B'A. Enfin, si A est inversible, ‘A est inversible, d’inverse ‘(A™).

= Matrice symétrique. Soit AéeM, (R). A est symétrique si et seulement si: "A=A.

2. Inversibilité d’une matrice et détermination de son inverse éventuelle.

Ensemble GL,.(R)

= Soient n un entier naturel non nul et AeM,,(R). A est inversible si BeM,,(R), AB=I,

ou BA = I, (et si I'une de ces égalités est vérifiée, alors AB=BA=I1,). Lorsque A est
inversible, B est appelée inverse de A et on note B=A™.
= Soit n un entier naturel non nul. L’ensemble des matrices inversibles de M, ,(R) est

noté GL,(R). Attention... il ne s’agit pas d’un espace vectoriel.
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* Soient n un entier naturel non nul et (A,B) €(GL,(R))? :
- A-lestinversible et (A1) '=A,
- 'Aestinversible et (‘A)'='(A™),
- ABestinversible et (AB) '=B*A™.

A I'aide de la méthode du pivot de Gauss
= Soient n un entier naturel non nul et AeM,(R). A est inversible si, et seulement

s’il existe une suite d’opérations élémentaires sur les lignes de A menant a une
matrice T triangulaire (supérieure ou inférieure) dont les coefficients diagonaux sont
tous non nuls.

Attention.. Une matrice A admettant un ou plusieurs coefficients diagonaux

" . . , . a® 19
nuls peut étre inversible, comme c’est le cas, par exemple, de la matrice gl o

P

= Opérations élémentaires. Soient n et p deux entiers naturels non nuls et AcM,, ,(R).
Les opérations élémentaires sur les lignes de A sont :
- la multiplication d’une ligne par un réel a non nul :L; = alL,,
- I'ajout d’'un multiple d’une ligne a une autre : L; - L; +al;.

N.B. : on peut également effectuer ces opérations sur les lignes du systeme AX=0
pour montrer que X=0 en est I'unique solution.

En considérant les lignes ou les colonnes.
Se souvenir qu’'une matrice carrée est inversible si, et seulement si, ses vecteurs
colonnes forment une famille libre. De méme, une matrice est inversible si, et
seulement si, ses vecteurs lignes forment une famille libre.

Calcul de I'inverse
Soient n un entier naturel non nul et AeM,,(R). En posant A=I1,A, on effectue

une suite de transformations élémentaires sur les lignes de A (et de 1,) qui ménent a
I, (et a A™Y) et on obtient alors : I,=A"A.

&3 1 -10
Exemple : Montrons que la matrice A = g- 13 1 : est inversible et déterminons son
§0 2 254
inverse. On a :
®3 1 -10 &4 0 006
A=1AU0 ¢ 1 3 1-:80 1 0-A dou (L, ~ 3L, +L,) :
S0 2 2,5 &0 0 15
&8 1 -10 &4 0 09
U gO 10 2 ;:81 3 0-A soit encore (Lz = -5L; +L,) :
S0 2 245 %0 0 15
B8 1 -16 4 0 09
08010 2+=81 3 0-AL
S0 0 -8, & 3 -5,
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Comme il existe une suite de transformations élémentaires sur les lignes de A qui
meéne a une matrice triangulaire supérieure dont tous les coefficients diagonaux sont
non nuls, on peut alors écrire que A est inversible et, en effectuant les
transformations L, - 8L, - L; etL, - 4L, +L;, on obtient :

@24 8 006 & -3 50
10 €0 40 0:=¢5 15 - 5:A dot (Ly ~ 5Ly - L,)
S0 0 -85 & 3 -5,
2820 0 006 &80 -30 3006
nugo 40 04:85 15 -5-A  soitenfin
S0 0 -85 &1 3 -54
(L1 - %Ll,L2 - %LZ,Lgﬂ -L3)Z
a8 0 00 &2 -2 20
10 go 8 04:81 3 -1:A ie.:
0 0 8; &1 -3 55
@2 -2 20
A'1=—91 3 -1+ d’ou la conclusion :
&1 -3 55

A est inversible d’inverse A™! =g¢ 1 3 -1:
&1 -3 55

3. Calcul des puissances n°™° d’'une matrice

1. A l'aide d’'un raisonnement par récurrence

Si I'on cherche a déterminer M" (ou M est une matrice carrée et n un entier naturel
quelconque), on peut calculer M? et M? pour trouver une formule simple, que I'on démontrera
par récurrence.

2. A l'aide de la formule du bindme de Newton

Pour déterminer M', on peut chercher a écrire M sous la forme M=A+B olU A et B sont deux
matrices commutantes. En effet, si neN* et si A et B sont deux matrices de M, (R) telles que

AB=BA (on dit qu’elles commutent), on a :

"pl N*, (A+B)P = 5 CsA*BP¥ | en adoptant la convention usuelle : YMe M (R), M°=l,.
k=0

Cette méthode peut s’avérer particulierement utile dans le cas des matrices triangulaires. En
effet, si M est une matrice triangulaire, elle peut s’écrire comme somme d’'une matrice
diagonale D (dont les coefficients diagonaux sont les coefficients diagonaux de M) et d'une
matrice triangulaire T (dont les coefficients diagonaux sont nuls). Les puissances successives
de D sont alors simples a calculer, tandis qu’il existera un entier naturel k a partir duquel les
puissances de T seront nulles. SI D et T commutent, il sera alors aisé de calculer les
puissances de M. Ainsi, en posant :
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@016 & 009 @ 0 10
M=¢ 1 05D=¢0 1 0O<etT=¢0 0 0=
0 0 2, & 0 25 §0 0 0y

On peut montrer que DT=TD, et :

@ 0 00
"ni N*,D”:go 1 0-et:Vvn>2, T"=0
€o 0o 2"

La formule du binbme de Newton permet alors d’obtenir M".
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