Intégration
Intégrales de Wallis

Intégrales de Wallis

Enoncé

Pour tout entier naturel n, on note : w, = ffcos” tdt .

1) Calculer w, et w, .

2) Montrer que la suite (w, ), est décroissante.

neN

3) Montrer pour tout entier naturel n : w_>0.

En déduire que la suite (w, ), est convergente.

neN

4) Soit n € N. A l'aide d'une intégration par parties, montrer :
W, =0 +1)j;ECos” t sirftdt.

n+1
n-+2

W .

n

En déduire : w,_, =

5) Montrer pour tout entier naturel n, en utilisant 2. et 4. :

En déduire :

0< n+;wn <w ., <w,
n+

M%H ~ m@

Nn—-+o0

6) Montrer, en utilisant 4., que la suite (u,),., de terme général u, =( +1)w,w, , est
constante.
z - ™
En déduire : w, ~ /—
n—+oc \| 2N
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Correction

1) B Ona:

N2

Ona:

w, = ﬁfcos t dt donc :

= [Sin]O% d'ou :

2) B Ona:

vt €

0,%} ,0<cost <1 donc, en multipliant par cos"t > 0(h € N) :

VneN,Vt e ,cos"™ t <cos"t d'ou, en intégrant cette inégalité sur , les

0,Z
2

0,2
2

fonctions étant continues sur cet intervalle :
vn € N, ffcos"“t dt < ﬁf cos"t dt d'ou :
vneNw, , <w

n*

On peut finalement conclure :

La suite (w,), , est décroissante

neN
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3) BOna:
VneN,Vte 0,% ,cos"t>0 donc, par positivité de l'intégrale, la fonction
t — cos"t étant continue sur 0,%
vn e N, j;%cos“tdtzo d'ou :

vneN,w, >0

La suite (w,), ., étant décroissante et minorée, on peut alors conclure :

neN

La suite (w,), ., converge

neN

4) M Ona:

vneNw,,, = j;z cos™* tecos t dt.

Les fonctions t— cos"™ t(hc N) et t— sint étant de classe C' sur

0=/,

2
on peut alors écrire, a lI'aide d'une intégration par parties (on intégre t+— cost,
on dérive t+— cos"™t) :

T

vn e N,w,,, = [cos™" tesin t] + (n +1)f05 cos"tesin® t dt d'ou, comme

T

sin0O = cos 0 :
2

vneN,w,, = (N +1)j;5cos”t-sin2 t dt

On a donc :

vneN,w,, =(n +1)ffcos” t«(1— cos® t) dt soit encore :

=(+1) ff(cos” t—cos™?t) dt donc, par linéarité de l'intégrale :
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vneN,w, , =(n Jrl)ffcosn t dt—(n+1)j;5 cos"?t dt i.e. :
=(n+w, —(n+Dw,, d'ou :
neN,(n+2w,,, =0+ Dw,.

On peut finalement conclure :

vneNw, , = nJrlwn
n+2
5) M La suite (w,),, €tant décroissante, on a :
neNw,, <w,,, <w, donc, d'apres le résultat de la question précédente:
vn € N, n+;wn <w,, <w,..
n+

De plus, pour tout neN, la fonction t+— cos"tétant continue, positive et non

identiguement nulle sur 0,% ,ona: vneN,w' > 0.0n peut donc conclure :
n+1
VneN,0< W, <w,,, Sw,
n+2

La suite (w,),, €étant strictement positive, on peut alors écrire, en divisant par w, :

neN

n+1 w
vn e N, + < <1,
n+2= w,
.. n+1 P ' N PR '
Comme lim +2 =1, on peut donc écrire, d'aprés le théoréeme de I'encadrement :
nN—+o0 N _|_
) w
lim 22 =1,
n—+4o00 Wn
On peut donc conclure :
Wn+l ~ Wn
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6) M La suite (w,),, €tant strictement positive, on peut écrire que la suite
u,),.. est également strictement positive. On peut alors écrire :

u n+2w . w s
vn e N, hia _ (01 2Wo o Way d'ou, comme : VneN,wM:nJ“lwn :
M +Dw,, w, n+2
=1 et donc :
VneN,u , =u,.
On peut désormais conclure :
La suite (u,),., est constante
On a donc :

vneNu, =u, donc :

vne N,(n + 1w, W, =w,w, d'ou :

vn e N,(n+ Dw,,,,w, :% donc, comme w, , ~w,

™ o~
(n—|—l)wn2~§ d'ol, comme n+1~n :
nw’ ~— donc :
2
2nw,”

lim =1 d'ou, la fonction x — +/x étant continue en 1 :

——+00 ™

. 2n . ]

lim ,[—w_ =1 soit finalement :

n—+oo T

w T
" 2n

Page 5 Matthias FEGYVERES — Stéphane PRETESEILLE O EduKlub S.A.

Tous droits de I'auteur des ceuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des ceuvres autre
que la consultation individuelle et privée sont interdites.

Fichier généré pour Visiteur (), le 31/05/2021



