Intégration

Enonceés

Exercice 1. Calcul intégral

1) Soit I I'intégrale définie par :
I 15 6- x
= —————dx
Q, x-3)@2x +5)

a) Justifier I'existence de I.
b) Déterminer deux réels A et B tels que :

6- X _ A N B
(x-3(2x+5) x-3 2x+5
c) Déterminer la valeur de I.

vxe[10,15],

2) Pour tout neN et pour tout xeRj, on pose :

X
I,(X) = Q (Int)"dt.
a) A l'aide d'une intégration par parties, déterminer, pour tout xeRi et pour tout neN, un lien
entre I, (X) et I (X).

b) En déduire, pour tout xeRi et pour tout neN, la valeur de 1 (X).

1
3) A l'aide du changement de variable u=tan6, calculer I'intégrale (‘9( du )2
1+u2
? - .
4) A l'aide d’'un changement de variable, calculer I'intégrale Q gex - %gan?(z -pXx+ %de.
[4] [4]

Exercice 2. Convergence de suites d'intégrales

Soit f une fonction continue sur [0,1]. On définit alors la suite (I,), par :

1
vneN, l,=Qf (t)dt.

1) Montrer que : Ilim 1,=0.
n® +¥

2) On suppose maintenant que f est de classe C' sur [0,1]. Montrer, & l'aide d'une intégration par
parties, que :
lim nl,=f(1).
n® +¥
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Intégration

3) On suppose que f est seulement continue sur [0,1] et que f(1)=0.

a) Soit a€]0,1[. Montrer que :
a
lim n@t“f(t)dt =0.
n® +¥
b) Soit eeR:. Montrer que :

$al10[,"nl N,

1
th”f (t)dt‘ fe.

c¢) En déduire la limite de la suite (nl,), .

d) Que peut-on dire si f(1) = 0 ?
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Intégration

Correction

Exercice 1.

. 6 - X . . . . g
1)a) La fonction X —» ———————— étant continue sur [10,15] comme fonction rationnelle définie
(x- 3)(2x +5)

sur [10,15], on peut conclure :

|l est bien définie.|

b) Soit x€[10,15]. On a :

6 - X _ A N B 0 6 - x :A(2x+5)+B(x—3)
(x-3(2x+5) x-3 2x+5 x - 3)(2x +5) (x- 3)(2x +5)
- 6- X _ (2A +B)x + (BA - 3B)
(x- 3)(2x +5)  (x- 3)(2x +5)

Ainsi, pour que A et B conviennent, il suffit donc I'on ait :

i2A+B=-1 . .

i d’ou apres calculs :
i5A- 3B =6

Ia=3

1|' 11 soit finalement :

in _ 17

B =-—=—

i 11

6-x 3 1 17 1
= X

vxe[10,15], ———= — X —— - —
X013 e 3o 5 11 %x-3 11 2x+5

c) D’apreés le résultat de la question précédente et par linéarité de l'intégration, on a donc :

21\15 dx 17 d5  dx d'ol
1Q) Qon +5

15 17 €@l n|2x + 5|

= g 8nx- Bl - T3 STQN

I IPNOSURGIGR 14 _ \ e _
—11gn(12) In(My 22 én(35) In(25)g soit finalement :

3 Ad26 17, a0

11 372, 22 ¢5 5
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Intégration

2)a) Soient xeRj et reN. Les fonctions t— t et ti» (Int)"*' étant de classe C' sur lintervalle

d’extrémités 1 et x, on obtient, a I'aide d’une intégration par parties :

1o (X) = gt(lnt)”ﬂghx : (n+1)QX(Int)”dt

VxeR; et vneN, 1., (x) =x(Inx)™* - (n+1)1 (%)

_qyn+1
b) En multipliant le résultat précédent par (GOl , on obtient :
(n+1)!

wxeR, vnen, & D" 0 () - xCD™HAN)™ DML (x)
U (n+) (n+1)! n!

d'ou :

VxeR ™ VKeN D e (X) - X( D (nx)<t + G X1, ()
T (ke & +1)! k!

donc, en sommant ces relations :

B CD L0 BT D)<t BE DX 1600

VxeR,,VneN*, q xa
* o (k+1)! oo (k +1)! 2o k!

donc, les termes de la premiére et de la troisieme somme s’annulant deux a deux et en posant
k'=k+1 dans la deuxiéme somme :

n
wxeR™ et vnenr, ED 0

(- H*nx)*
n! k!

+ 1 (X)

Qo5

=~
1

1

* \X
Comme : ¥xeR,, I,(X) = th =X-1. Onadonc :

* g |
WxeR, VNEN®, 1,(x) = xgq (-1)™ ¥ %(In )+ n1C1)"(x - 1)
k=1 :
dou :
n!

n
[o] -
VxeR.* et VneN*, 1,(x) =xg (-1)" . K1

k =0

(Inx)“ - 1" n!

* - . 7 z -
Comme : WxeR,, I,(X) = x- 1, le cas n=0 rejoint le cas général, ce qui nous permet de conclure :

YxeR ., YneN, 1,(x) = Xé - 1)”' k %(In X)k +(- 1)n+1n!
k=0 -

N.B. : on pouvait également procéder par récurrence, mais cela supposait que le résultat soit
connu.
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Intégration

3) La fonction g tanq étant de classe C' sur 2{3%3 et telle que tan0=0 et tanpz =1, on peut
€ 4u

écrire, en effectuant le changement de variable u=tan? (du = (1 + tan®q)dq) :

< du S 1+tan? N
@a+u®) @ +tan“q)
_ & dq
q 1+tan’q
Comme : v2e 0,24, 1+ tan? q = , on a donc :
é 4u cos® g
d  du &
Qrr - ql cos? qdq soit encore :
@+u?)
i 2q+1
_ Q‘ cos 2q i i e
L
= gstq +134 soit finalement :
€ a 24

J du _p+2
Q(1+u2)2 8

4) La fonction X x? - p X +% est de classe C' sur [0,7] donc on peut effectuer le changement de

variable u = x? - p X +% (du =(2x - p)dx= dex- %de) et I'on obtient :
[

p
P o . O 1< . N
X - Bgsma;(Z -p x+Ede == sinudu  dou :
& 25 & 24 2%
QPan - PO%in&e2 . % +PO%ix =0
& 25 & 2y
Exercice 2

1) Comme f est continue sur [0,1], elle est bornée sur ce segment. On peut alors écrire
$(M,M)eR2,vte[0,1], m<f(t)<M soit en multipliant par t">0(neN):
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Intégration

vneN,vte[0,1],m t"<t"f(t)<M t" soit en intégrant sur [0,1], les fonctions en présence étant

continues sur cet intervalle :

VneN,mQt”dt £ Qt"f(t)dt £ MQt”dt et donc, comme @}t"dt = et en reconnaissant |, :

m M
vneN,——£ I, £ ——
n+1 n+1

Comme Iim
n®+¥ n+1

alors (théoréme de I'encadrement) :

=0, la suite (l,), est encadrée par deux suites qui tendent vers 0. On en déduit

lim 1, =0
n® +¥

n+1

2) Pour tout neN, les fonctions f et ti>t étant de classe C' sur [0,1] & l'aide d'une

intégration par parties (on integre t— t" et on dérive f), on trouve :

‘l étn+1 ul 1 \l )
vneN, Qt”f(t)dt = gmf(t)a ey Qt’”lf "(tdt soit :
=1 By, e @)t et donc -
n +1% Q 1)

n R 0
L= %@ - At )dt .
vneN,n n+18() Q (t)d =

Or, comme f est de classe C' sur [0,1], f' est continue sur [0,1]. D'aprés le résultat de la question 1,
on peut alors écrire :

lim Qlt”"lf'(t)dt =0, d'ou : I(i@m¥§’°r(1)- @lt“”f '(t)dtng(l)-
n® + [}

ne® +¥

Comme Ilim
ne+¥ n+1

=1, on peut maintenant conclure :

lim nl, =f@)
n® +¥

3) a) Comme f est continue sur [0,1], elle est bornée sur ce segment. On peut alors écrire :

$(M,M)eR2,vte[0,1], m<f(t)<M soit en multipliant par nt">0(neN):

vneN,vte[0,1],m t"<nt"f(t)<M t" soit en intégrant sur [0,a], les fonctions en présence étant

continues sur cet intervalle :

n+1

a a a a
VneN,mQt”dt £ nQ t"f(t)dt £ M(‘gt”dt et donc, comme (‘gt”dt = 2+1 :
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Intégration

n
n+1

ah+l,

vneN,m——a"*1 £ n@t"f(tydt £ M
n+1

Comme lim =1 et lim a"™! =0 (car a€]0,1[), on peut finalement conclure, d'aprés le
ne+¥ Nn+1 n® +¥

théoreme de I'encadrement :

lim né" t"(t)dt = 0
n® +¥

b) f étant continue en 1, on peut écrire, comme f(1)=0 :

$ac]0,1[,vte[a,1], |f(t) | <e donc, en multipliant par n t">0 :

$ac]0,1[,vte[o,1],VNEN,n

tnf(t)|§e donc, par croissance de l'intégration, les fonctions en

présence étant continues sur [a,1] :

$0€]0,1[,vneN,n c‘g

t”f(t)| dt<ned t"dt  d'ou :

1
$0€]0,1[,VneEN,n Q

n n
t”f(t)| dt<—— (1-a"" e et donc, comme : —— (1-a"")<1 :
n+1 n+1
<e.

Comme : VneN, | nc& t"f(t)dt |§nq}

tnf(t)| dt, on peut finalement conclure :

$al go, 1¢,"nl N,

1
th”f (t)dt‘ fe.

c) Soitel Rt. D'apres le résultat de la question précédente, on peut écrire qu'il existe ac]0,1[

tel que : \1neN,| né t"f(t)dt |£ e.

De plus, d'apreés la relation de Chasles, on peut écrire :

1
VneN, th”f (t)dt

= |n§tnf(t)dt + nq} t"f(t)dt | donc, d'aprés l'inégalité triangulaire :

< |n(§‘t”f(t)dt| +|n§t“f(t)dt| d'ots :
Vnen, | nd t"f(t)adt |§| n@ t"f(t)dt |+ e.

. a oo o o
Par ailleurs, comme lim n(‘a t"f(t) dt = 0,0on peut écrire par définition de la limite :

n® +¥
$noeN, "nno, [ng (Dt | <= d'ou :
$noeN,Vn>ny, nét”f(t)dt | <2 soit finalement, ce résultat étant valable pour un ¢

quelconque de Rj :

- 1
Ve€R , ,$NnoeN, ¥YN>ng, th”f @t)dt |<2e.
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Intégration

Par définition de la limite, on peut finalement conclure :

lim nl, =0
n® +¥

d) soit g la fonction définie par vxe[0,1],g(x)=f(x)-f(1). g est continue sur [0,1] comme somme
de fonctions continues sur [0,1], et I'on peut écrire, d'aprés le résultat de la question

précédente :
- \l - - -y - - - -
Ié)m¥ nqt”g(t)dt =0 soit encore, par définition de g et par linéarité de l'intégration :
n +:

lim & nAt" @)t - F(OnNt"dt 0=0
m n - ==0.
Q Q s

ne +¥

< n : < .
Or on a : YneN,n Qt”dt = PYER donc : I(!Dm¥ f(n Qt”dt =f (), ce qui nous permet de conclure :
ne +

lim nl, =fQ)
n® +¥
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