Intégrales impropres

Enoncés

EXERCICE 1

Déterminer la nature des intégrales impropres suivantes :

1.1 L/;Mf(t) dt, ou f est une fonction continue sur R’ et de signe

constant sur un intervalle [a, +od de R*, tendant vers a (a € R* oU

@: R* U{*OO,‘FOO}) en 4oo.
1.2 [Nty
1 t
+o0 _to
1.3L e dt (a € R),

1.4 L 4¢.

o Jtd —1t)

1o dt
1.5 LW'
EXERCICE 2
Soit (1,),., la suite définie par :

t2

Vnen, I, = ff‘xt"e’? dt .

o0

On rappelle que 1, = 42p et I; = O (cf chapitre Variables a densité).
1) Montrer que, pour tout ne N, I, converge.
2) Déterminer, pour tout n € N, une expression de l,+> en fonction de I,.

3) En déduire, pour tout n € N, une expression de I, en fonction de n.
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EXERCICE 3

Soit ce[l,4+oc[. On considére une fonction g positive, continue sur [1,+o,
décroissante sur [c,+od et telle que l'intégrale f;m g(t)dt soit divergente. On considére

également une suite (w,)_,. telle que :

Wn+1 - Wn ~ g(n) -
1) Soient g et N deux entiers naturels tels que : ¢ <q <N.

a) Montrer que :
vnefa +od g0 +1) < [ gt < o).
b) En déduire que :
N N1 N
J adt <3 am < [ “g®dt + g
n=q

2) Soit ¢ un réel de |0,1/.

a) Montrer que :
3g e [c,+ocf, Vn € [q, +oo, (1-5)g(n) <w, ,-w, < (1+=)g(n)

b) En déduire que :
N q N
We[a+ 1 +oc[,(1-2) < [ g®dt —(L-2) [ g®dt +w, <w, <(@L+2) [ g®dt + (1 +2)g@) +
3) Montrer alors que :
w, wflng(t) dt.

4) Prouver enfin que :

~Inn.

x| =
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Corrections

EXERCICE 1

1) Trois cas se présentent :

2)

- si aeR’ . Dans ce cas, par définition de la limite, on peut donc écrire :
JA € R, M>A, f(t) z%z 0. Comme l'intégrale f;x%dt diverge, on peut donc écrire,

d'aprés les théorémes de comparaison des intégrales de fonctions positives,
que l'intégrale j;m f(t) dt diverge,

- Si a=+o00. Dans ce cas, on peut écrire, par définition de la limite
JAc R, M>A, f(t)>1. Comme l'intégrale Lﬂcl dt diverge, on peut donc écrire,

d'aprés les théoremes de comparaison des intégrales de fonctions positives, que
I'intégrale j;m f(t) dt diverge.

- Si a € R"U{-oo}. En raisonnant comme précédemment avec la fonction -f,

on montrerait que l'intégrale ﬁ:x f(t) dt diverge.

On peut finalement conclure :

L'intégrale fo+°of(t) dt diverge

La fonction tHInTt est continue sur [1,+oc| en tant que quotidien (dont le

dénominateur ne s'annule pas) de fonctions continues sur (1, +oo| . De plus, on
a:
vt €[e,+oq[, In t > 1 soit, en divisant par t >0 :

vt € [e,+o0], InTtZ

- | =

Les fonctions tHInTt et tHInTt étant continues et positives sur [1, +¥],

+¥ . . . . N .
comme | % diverge (intégrale de Riemann), les criteres de comparaison des
1

intégrales de fonctions positives nous permettent alors d’écrire que :

L'intégrale fﬂclnTt dt diverge
1
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3) Deux cas se présentent :

- Si a £0, la fonction t — e™" est continue sur R’,. De plus, on a :

"tT[1L+¥,t" £1
"t T+, -t =-1
(croissante) :
"tT[L+¥,e" Set.
Les fonctions t— e™ et t— e étant continues et positives sur R*, comme
™t diverge), les criteres de comparaison des

(‘)1+¥ et dt

dou :

et en composant par la fonction exponentielle

()+¥e‘1dt diverge (car lintégrale
1 1
intégrales de fonctions positives nous permettent d’écrire que l'intégrale

diverge, et donc que lintégrale | et dt diverge.
o]

- Si a >0, la fonction t+— e " est continue sur R*. De plus, ona: lim t?%e™ =0
t®+¥

(croissances comparées), d’ou :
$A TR, "t=>A, t°e™ £ 1 soit, en divisant par t* >0 (tTR’) :
$ATR", "t>A, e ¥ Etiz.

Les fonctions t— e™ et t+— tiz étant continues et positives sur R’,, comme
— converge (intégrale de Riemann), les critéres de comparaison des intégrales

1t

- g z - e z N +¥ —to

de fonctions positives nous permettent d’écrire que I'intégrale § e~ dt converge.
0

\

“+00 o . . «
L'intégrale fo e " dt converge si et seulement si o € R

est continue sur 10,1].

4) La fonction t — __t
Jt@a—1)
1 ett— —

De plus, au voisinage de 0, on a : 1 L Les fonctions t 1
- 7 7 - T — = - = —F—
Jta—0 Wt Ju@-1 Jt

étant continues et positives sur ]0,1], comme (‘)O N
t
criteres de comparaison des intégrales de fonctions positives nous permettent d’écrire

converge (intégrale de Riemann), les

5 1
) 2 ——=——=dt converge.

que
00 Jt@—1)
O EduKlub S.A.
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1 ~ 1 . Les fonctions t — 1 et
Jt@—1) 1+ J1-t

Jta—1o

L 1odt
étant continues et positives sur }0]{ comme () converge (en posant
°oJy1—t

- De méme, au voisinage de 1, on a:

1

v1-—t
avec soin u = 1-t, on se rameéne a une intégrale de Riemann convergente), les critéres de
comparaison des intégrales de fonctions positives nous permettent d’écrire que

t—

1 1
), ———=—=dt converge.
0 N
- Comme les intégrales %;dt et ¢ 1 dt convergent, on peut désormais
% ha-o 0: fa-o !
conclure :

1

. 1
% a9

dt converge

5) La fonction t— —— est continue sur —1,0 et sur ]0,1]. De plus, au voisinage

In|t]
del, on a: Fl|t|’fti_1 La fonction t — 1—t étant de classe C* sur [0,1], donc,
pour tout xT[0,1, de classe C' sur [0,q, en effectuant le changement de
variable u=1-t, du = - dt, on peut alors écrire : "x T[0,1], (‘)Oxthl = —(‘)ll_xcllj—u.

1 1
Or, comme | du diverge (intégrale de Riemann), la fonction X — ( du n'admet pas de
o u 1-x U

X
limite finie lorsque x tend vers 1, donc la fonction x — @ n'admet également pas de
0

t—1
o e s L 1odt .
limite finie lorsque x tend vers 1, donc I'intégrale x — ( P—] diverge.
0 —_
1 odt

Les fonctions t — I:LW et t— 1 étant continues et négatives sur }0]{ comme () r—)
n — ot —

diverge, les critéeres de comparaison des intégrales de fonctions de signe constant nous

1
permettent d’écrire que l'integrale (), dat diverge, et donc :

ALk

1

\

0 dt diverge
-1 In|t|
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EXERCICE 2

t2
1) Soit nTN. La fonction t— t"e 2 est continue sur R comme produit et
t2

composée de fonctions continues sur R. De plus, on a: lim t™2e 2 =0

(croissance comparées). D’apres la définition de la limite, on peut donc écrire :

tZ

SATR,"t3A,t"%e 2 £1 dou :

t2
SATR,"t 3 A,te 2 Etiz

2
. t

¥ g ——
Comme lintégrale t—lzdt converge (intégrale de Riemann), et comme : "t TR, t'e 2 =0, on
1

t2

+¥¢ =
peut donc écrire que lintégrale (j t"e *dt converge. De méme, comme

t2
li 2
0] X®—¥

t""2e

‘zo,on

t2

te 2

N1 kad

— 0o
t"e ?|dt converge, donc que l'intégrale () ” dt est absolument

0o
peut écrire que I'intégrale ()
¢

convergente. On peut finalement conclure :

Pour tout n TN, I converge

t2

2) Soient n TN et f, la fonction définie sur R* par : "x T R",f(x) = t"% 2dt. On a :
0o

t2

"X TR*,£,0) =g t™'t e 2dt.
0

[2
Les fonctions t— t™"* ett— e? étant de classe C' sur [0,x](x TR'), en effectuant une
t2
intégration par parties (on intégre t — te 2 et on dérive t — t™"), on obtient :

L x _r
"x TR, f(x) =[-t"e ?FF+(n+1)( te ? dou :
o]

x2 t?

"X TR, () =—X""e 2 +(n+1)j t'e 2dt.
0
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Intégrales impropres

X2

Comme Iqi)m¥ X" 2 =0 , en faisant tendre X vers +X | on obtient :
xX®+
¥ 2 e _E 0 _e 0 2
g t'"e *dt=(n+1)j t'e *dt. De méme, on a: ( t"%e 2dt=(n+1)j t'e >dt. On peut
0 (o] ¢ +¥¢

finalement conclure, d’aprés la relation de Chasles :

"nTNI,, =n+DI,
L - @,
, T T2 — 1 ©
3) Montrons alors par recurrence que : "p I N, | 2p! .
lopes = 2°P!1,

B Aurang p=0.Onabien: I, =1,etl =1 . La propriété est donc bien vérifiée au rang
p=0.

_ (@p)!

.Izp B 2°p1 ° . D’apreés le résultat de la question précédente, on
., = 2!,
: 2p)! F 2p +2)!

peut alors écrire : oz = P +1)%IO d’ou : iil2p+2 B Z'Sf(p +)1)! . Ainsi, la propriété est
H.0.0 = @ +2)2°p!1, H,,.. =270+ D1,

vérifiée aurang p+1.

B Soit p T N. Supposons que :

- @,
. . R — F'2p T 1 ©
B Ainsi, on abien: "pTN,}| 2p!
Fop = 2°p!,
B De plus,ona:
+X¢ _ﬁ 1 _ﬁ
b =0 e *dt d’ou, comme t— —e 2 est une densité de probabilité :
—¥ 27

t2

n 1 = o . ,
De méme, comme t— —e 2 est une densité de la loi normale centrée

V2r

réduite, on peut écrire, en considérant une variable aléatoire X suivant une loi
normale centrée réduite : I, =E(X), donc : 1, =0.
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On peut finalement conclure :

EXERCICE 3

1) a) Comme g est supérieur ou égal a c, la fonction g est décroissante sur
[a.+>4], donc, pour tout n T [q,+>], sur [n,n+1], etona:

"nT[qg+¥"tT[n,n+1], g +1) £g(t) £ g(n)

D’'ou, en intégrant ces inégalités sur [n,n+1], les fonctions en présence étant
continues, pour tout n T [q,+][, sur [n,n+1] (car : "nT[q,+[,[n,n+1] T[L,+>]) :

"nT[g+¥y gn+1)dt £ § oMLy  gM dt.
Or,on a :

"nT[qg,+¥[) ™ gh+1)dt = (n+1-1Dgh+1) donc :

=gih+1) et :

"nT[a+¥y  gMmdt = g(n).

n

On peut désormais conclure :

“nT[g+¥[g(n+1) £ §  g® dt£ g(n)

b) En sommant alors I'inégalité de droite de n=q a n=N-1 (N>q), on obtient :

N=1 41 N=1 . . .
Ao 9w dt£R 9 soit, d’aprés la relation de Chasles :
n
n=q n=q
. N No—l
0, 9 dt £ 9(
n=q
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De méme, en sommant l'inégalité de gauche de n=q a n=N-1(N>q), on
peut écrire :

N-1 N=1 1
Qun+DEQ{QY og®dt dou, daprés la relation de Chasles, et en

n=q n=q
effectuant le changement d’indice n'=n +1 dans la somme de gauche :

N
=R QOE) Ng(t) dt soit encore :
q

n=q+1

N;l . N .

a9 —g(@ +gN) £ 0, g(t) dt i.e.:

n=q

N

é a) £ Ng(t) dt+ g(q) —ag(N) et donc, comme gN) 2 0(car N>q3c31) :
n=q a

£ (0 g(t) dt+g(q) |
q

En considérant les relations 1 et |, on peut finalement conclure :

N Nst N
0, 9® dt£ A oM £( g®dt+9(0)

=q

2) a) Comme par hypothese, on a: w_, —w, ~ g(n), on peut écrire, par définition
de I'équivalent, qu’il existe une suite (h,), tendant vers 1 quand n tend vers
+¥ telle que : $n, TN, "n=n,,w,, —w, =hg). De plus, comme : limh =1,
on peut écrire d’apres la définition de la limite d’une suite :

$qT[c, +¥[C[n,,+¥[,"'n3q,1—c £h, £1+¢ et donc en multipliant par
agn)=0 :

$q T[c, +¥[ C[n,, +¥[, "n =q,(1 - )g(n) £h,g(N) £ A+ )g(n) soit, comme:  "n=3n
ha(m) =w,_, —w,

$q T[c, +¥[ C[n,, +¥[, "n 3 q,(1 — e)g(N) £ W,,, — W, £ L+ e)g(n).

On peut donc conclure :

Il existe un entier naturel g supérieur ou égal a c tel que :

"n T g, +¥[1 —e)gM) £w,,, —w, £ 1+ )g(n)
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b) En sommant les inégalités précédentes de n=q a n=N-1 (N>qQ), on a
alors :

N—1 N=1 N—1
Q-9 Q9ME QW,., —W,)E@Q+)Q g(n)  soit, les termes s’éliminant deux a deux

n=q n=q n=q
dans la troisieme somme :
N1 Nst .
@-9a9mEw —w, £1+9)a 9 le.:
n=q n=q

N-1 N-1
A-)AgM+w, EwW £ QL +9)Q o)+ w, |

n=q n=q

De plus, en multipliant I'inégalité de gauche du 1b par 1—¢ (1—¢ =30 care<l),
on peut écrire :

N-=-1
@-990 " g)dt£ A -9)Q 9(n) dou, d’apres la relation | :
q

n=q

N N N
A-90 g®dt+w, £w, soit, comme : § g(bdt=( g®dt—( qg(t)dt (relation
q q 1 1

de Chasles, g étant continue sur [1,N)) :
@-99, 9®dt—@ -9 "gdt +w, £w,

De méme, en multipliant [I'inégalité de droite du 1b par 1+c¢
(1 +¢¢=30 car c>0), on peut écrire :

@a+ e)é g £ L+¢)) " g(t)dt + (L + €)g(g) d’ou, d’apres la relation | :
q

n=q
N
wy £ 1L +e)(_ g®dt+ (1+)g(@) +w,

Or on a, d’apreés la relation de Chasles, g étant continue sur [1,n} :

\ N — )\ N \ a PN .
oq gdt = 0, g(Hdt — 0, g(t)dt d’ou comme :

N N
0 qg(t)dt 30 (car g est positive sur [1, +¥[) : § g(t)dt £ (‘)1 g(tdt. Comme : 1+¢>0, on
1 a

a donc:
wy <@ +9) [ g(®) dt+(1+) gl@)+w, ©.
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On peut alors conclure, en considérant les relations @ et ©® :

@ -9 [ o) dt-(1<) ["g(®) + w, <w, < @+9) [ gt) di+(1+e) gla)+w,

3) Montrons tout d'abord que : leg(t) dt=0. Supposons alors que
le g(t) dt <0. Comme g est positive sur [1,N], on a également : leg(t) dt >0,
donc : LNg(t) dt=0, d'ou g étant de signe constant sur [1,N :

vx € [1,N, g(x)=0 soit, comme g est décroissante et positive sur [c,+oq et
comme N>q+1>c :
¥x € [1,+od, g(x)=0 d'ou :

[ " g(t) dt=0 .

Ainsi, l'intégrale ﬁmg(t) dt converge, ce qui contredit I'une des hypothéeses

portant sur g. On peut donc conclure : leg(t) dt>0.

En divisant alors par le g(t) dt=0 dans la double inégalité du 2b, on peut écrire

(1 +9)a@) +w, .
[. "9t dt

1-¢) ["g(t) dt-
a—@—( @#go o Wy
[ 9@ dt [ 9@ dt

Montrons alors que la suite [flng(t) dt] diverge vers +oo. Par définition, on

neN*

peut écrire que la fonction ¥:x— flxg(t) dt est dérivable sur [1,+c|, et on a :

VX € [1, +oq|, ¥(x)=g(x). Ainsi, g étant positive sur [1,+oc[, ¥ est croissante sur
[l, —l—oo[.

D'apres le théoreme de la limite monotone, elle admet donc une limite, finie
ou infinie, en +oo.

De méme, la suite [flng(t) dt] est croissante et admet donc une limite, finie

neN*

ou infinie. Supposons alors qu'elle converge vers une limite ¢. Comme elle est
croissante, onaalors : "ni N, Q"g(t) dt £ ¢.
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De plus, comme : "x1 @,+¥g, x EE()+1, on a, ¥ étant croissante sur [1, +oo| :

"x1 @, +¥g, y(x) £y EQ) +1) i.e. :
"x1 @,+%g, Qo(t) dt £ QE(X)+lg(t) dt d'otl, comme : "xT g, +¥g (EG)+DT N :
£/

Ainsi, en faisant tendre x vers +¥ , d'aprés le théoréme de prolongement des
¥

inégalités, y admet une limite finie en +¥ , donc l'intégrale Q 9(v dt converge, ce qui

contredit I'une des hypotheses portant sur g.

Ainsi, la suite Ujg(t) dt] admet une limite infinie. Comme elle est

neN*

croissante, on peut donc écrire : I(i@rrg Qng(t) dt=+¥ .
ne +

Comme : ,!E@'E Qg(t) dt=+¥,ona:

@- 9QoM dtw, _ @+ eg()+w, _

lim-
ne ¥ Q g(t) dt ne ¥ Q g(t) dt

Par définition de la limite d'une suite, on peut alors écrire :

(- e)(‘?q g(t) dt-w,

"al R, $n T N, "nl [n,+¥[,-a £ - : £a et :
Q 9(v) dt
T o P - 1+ +
"al R,, $n, | N, "nl |[n2’+¥[[1_a£_(ne)gM£a
Q9(® dt

Ainsi, comme el R’ , on peut écrire :

@- e)@q g(v) dt-w,
Q" g(t) dt
@ +eg@) +w,
(‘5 g(t) dt

$n, T N, "nl [n, +¥[,-e£ - et :

$n, T N, "nT [n,,+¥[, £e

En considérant la relation ®, on peut alors écrire, en posant
n, =max(q+1,n,n) :

$ny T N, ni [Ny, A [, 1- 26£ —" £1+2e.
Qatdt
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Cette double inégalité pour un e quelconque dans {,1g, on peut donc écrire :

"el 0,18 $n, T N'," nT [ny, +¥[,1- 2e£nL£1+ 2e soit, en posant e' =2e
Qo®at
"el P.28,$n, 1 N,"nT [n,, +¥[,1- e£nL£1+e d'ou ce résultat s'étendant aux
Qotdt
cas e3 2 :
w7 * T T W,
el R,,$n, T N'," nl [ny, +¥[,|——"—- 1| £ e.
Q 9t
Par définition de la limite d'une suite, on a donc : lim—n__=1. 0On peut

n®

¥ Qoat
finalement conclure :

W~ Q”g(t)dt

4) Soit g la fonction définie sur @,+¥g par : "x1 @, +¥g,9(x) =§. La fonction g est

¥
N

continue, positive et décroissante sur @, +¥g et lintégrale 0 g(tdt est
divergente (intégrale de Riemann).

. . e PO 5 1

Soit alors (w,), . la suite définie par : "nl N',w, = a e Ona:

k=1
o 1
"nl N,w,,-w, = ;
n+1 n n +1
1 1 ‘.
Comme : —— ~ =, on peut donc écrire :
n+1 n

w ., - w, ~g(n) et donc, d'apres le résultat de la question précédente

(avec c=1)
\n

w, ~  g(dt.

Page 13 Matthias FEGYVERES — Stéphane PRETESEILLE O EduKlub S.A.

Tous droits de I'auteur des ceuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des ceuvres autre
que la consultation individuelle et privée sont interdites.

Fichier généré pour Visiteur (), le 31/05/2021



Intégrales impropres

Or,ona:
"nl N, Qg(H)dt = o dt soit encore :
'Q Q t )
=Inn-In 1 et donc, comme In 1=0 :
=Inn.

On peut donc conclure :

én 1 Inn
k= K
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