Suites
Equivalence de suites

Equivalence de suites

Enoncés

EXERCICE 4

Soient (Up)ney €t (Vn)ney , deux suites positives. Montrer que :

Uh~Vnh  Ue>0, 0ngeN, On2ng (1-€)vyp<u,< (1+¢)v

EXERCICE 5

Soient x et y deux réels tels que O<|x|<|y| et (un)n  la suite définie par :

vneN, u, = ax" + By" ou « et 3 sont deux réels.
1. On suppose que 3 n'est pas nul, que y est différent de 1 et que :

a. montrer que : u,~By"

b. montrer qu'il existe noeN tel que : On=ng, u,| >0

Donner alors un équivalent de In|u,| quand n est au voisinage de +oo.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur x, y, a et 3 pour que (uy),

soit bornée.
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Correction
EXERCICE 4

* Supposonsque: u, ~ V,
n - +oo

Il existe (hn)ney de limite 1 et rON tels que :

vn>r, u,=hpvy

De plus, comme |lim h, =1 par définition de la limite :
n— +oo

ve>0, In1€N, Vn>n4, 1-e<h,<1+¢
Et donc, (Vi)ney €tant positive :
ve>0, In;eN, Yn>ny, (1-g)va<hpva<(14€)v,
En posant ng=max(ny,r) :
ve>0, IngeN, Yn>ng, (1-2)va<ua<(1+€)v,
* Réciproguement, supposons que :
ve>0, IngeN, Yn>ng, (1-€)vhaSua<(1+4€)v,
Soient alors >0 et nyN tels que :
YN>Ng, (1-€)vaSup<(1+€)vy (1)
Soit maintenant n>ny. Deux cas se présentent :

- Siv, 20, alors (vn) ney étant positive : v, > 0. En divisant alors par v, on obtient :

(1-e)< I <(1+4¢)
Vn

u
Soit en posant h,,=—" :

Vn
(1-e)<h,=<(1+¢)
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Et on a : u, =h,v,
- Siv,= 0. D'apres la relation (1), u, =0

En posant h, =1, on a:
(1-e)<h,=<(1+€) et u, =h,vs(=0)
Soit alors (h, ) nsp la suite définie par :

O u .

h, = = siv, #0
] v, "
th =1, siv, =0

n

vn>p,

oupesttelquedr p (u= 0~ v,= 0). D'aprés les remarques précédentes, on a :

vn>p, (1-e€)<h,<(1+<)

Et donc, par définition, de la limite :

lim h, =1

n-+oo
De plus, par construction on a :
vn>p, u,=h,v,

Il existe donc une suite (h,) oy de limite 1 et pUN tels que :

vn>p, u,=h,v,

Et donc, par définition : u, ~ v,
n - +oo

On peut donc conclure :

Up~v, = Ue>0, Un,UN, Unz ng, (1-e)v,<su,<s(1+e)v,,
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EXERCICE 5

l.a.Onacomme Bz0et y#0:

0
O N, u=  By" DO—’DX[P 10

e

, lim %a =0, etdonc: Ilim EE%H +1E= 1.
"h 2 e na+ooDB 0

Par définition de I'équivalence :

comme

un"’Byn
1.b.0Ona:
O N, |u ad E; 1
B oy
De plus :
Ol N,
. oxd'
Et comme Iim ggfg +1 =1:
n-+e B OV 0
oxd'
MmO NI ny, 255 38 0.
BLyDO
Ainsi :
3 neeN, V n>ng, |u,|>0
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D'ol :
¥ n>no, Infun| = In[8] + niny| + |n%%§ ‘1

Et donc, comme vy est différent de 1 :

Inq%a +1
Injug| 1. Injg| . B

n = Mo, ninly| - ninly| ninly|
De plus
im AL g
n - o nIn|y|
. a OxO' .
lim In|= g~ +1]| =In1 (car In est continue au 1).
n-te By

Comme In1=0, on a comme lim ninly| = +e (si |y| >1) et lim ninly|= - (si |y| <1) :
n - +oo

n - +oo

Ainsi
_Injuy|
lim =
n-+o nlnly|
D'ou
Infua| ~ ninly|
2. Sipzoet |y|>1, d'aprés la question 1.a. : (|u,|), tend vers +oco car lim By"| = +cw.
n - +ool
(lun|)n. n'est donc pas bornée si p#0etsi |y|> 1.
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Sip=0ousily|=1, (By”)nDN est bornée.

(un)n. est alors bornée si et seulement si (ax"), est bornée, donc si et seulement si a=0
ou |x| =1 (pour des raisons similaires).comme |x|<]|y|, si |y|<1, ona: |x|<1.

Ainsi :

(un)n est bornée si et seulement si a=p=0, =0 et |[x|<1oupz0 et |y|<1
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