SERIES NUMERIQUES II : CINQ EXERCICES

Enoncés

Séries Numériques II : cinq exercices

Nature de la série de terme général u,, défini par :

1

Vn e N u, = —————
> In(Ch)

1<k<n

% Indication exercice 1
2 | On donne la suite udéfinie par
T
Ug € ]O,E |:

Vn € Ny, = u? cotan (u,,)

Déterminer un développement asymptotique a deux termes de u,, lorsque n tend vers +oo.

% Indication exercice 2
Soit la suite u définie par :

Vn € N*u, =

(n—1)!
[T (1+p)

1<p<n

1) Montrer que la série Z uy, est convergente .

2) Déterminer la somme de la série E U,
3) Déterminer un équivalent de wu, & une constante prés lorsque n tend vers plus I'infini .

% Indication exercice 3

On donne deux suites réelles ou complexes u et v, on appelle S la suite réelle ou complexe
définie par :
Vn € N,S,, = Z UV,

0<k<n

Soit V' la "primitive ” de la suite v définie par : Vn € N, Vn = Z V.

0<k<n
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SERIES NUMERIQUES II : CINQ EXERCICES

Enoncés

2) En déduire que si la suite V est bornée et si la suite west réelle décroissante de limite nulle
alors la série Z u, v, est convergente .

sin? k

kQ

est une série convergente, déterminer la nature de la série

n+1<k

3) Montrer que la série Z

de terme général le reste ;

% Indication exercice 4

5 | On pose u, = (=) VE.
2.

1<k<n

1) Déterminer un équivalent de u, lorsque n tend vers I'infini.

2) Montrer que la suite v définie par Vn € N* v, = u,, + u, 1 admet une limite strictement
positive .

3) Déterminer la nature de la série de terme général —.
n

% Indication exercice 5
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Indications

Indications ou résultats

Indication exercice 1. [E]

Une idée peut étre de chercher un équivalent de Z In (C’ﬁ) lorsque n tend vers l'infini , on
1<k<n

peut essayer de comparer avec une intégrale en explicitant le terme général et remplacer la

variable k£ par une variable "continue” x et intégrer , puis espérer que les termes qui encadrent

les expressions soient simples . On peut aussi essayer d'utiliser les sommations des relations de

comparaison (Comment?).

Solution exercice 1

Indication exercice 2. [E]

On commence par étudier la suite , ne pas se jeter sur ’étude de la fonction sans réfléchir |
ce n’est qu'un moyen pour étudier ce genre de suite . Pour 'équivalent , utiliser la méthode
classique de uy,; — uy . Pour le reste , il faut «pousser» le développement limité .

Solution exercice 2

Indication exercice 3. [E]

1) Essayer de montrer «a la main» que u,, = O (

1
—— | lorsque n tend vers plus l'infini.
- \/ﬁ> q p
2) Utilisez des séries télescopiques.

. Un+41 . . . . Un41
3) On remarque que lim = 1, on peut déterminer un équivalent de In au
n—+00 Uy, Unp

voisinage de plus l'infini , puis essayer d’en déduire la forme de 1’équivalent .

Solution exercice 3

4| Indication exercice 4. [E]
1) 11 suffit de vérifier .

2) Montrer que la suite Sest de Cauchy en majorant |S,., —S,|a l'aide la transformation
d’Abel .

3) On note : Vn € N* U, = Z cos(2k), montrer que la suite (U,),, est bornée . En
1<k<n
appliquant la transformation d’Abel ;montrer que :

cos 2k 1
> =o(s)

n+1<k
E t 1 ! ! ! dédui équivalent de R
n remarquant par exemple que ; — — = en deduire un equivalent de .
"k ok+1 k(k+1) "
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Indications

s

Solution exercice 4

5| Indication exercice 5. [E]

1) Ce qui compte ce n’est pas la parité , c’est le fait que (—1)k change de signe avec la parité
de k, il suffit de changer k en k£ + 1.(Ou ?)
2) Utiliser le théoréme spécial des séries alternées .

3) On connait le comportement asymptotique de u,41 — uy,, je pense qu’il doit étre possible de
déterminer le comportement asymptotique de wu, .1 + u,, puis en déduire celui de u,,.

s

Solution exercice 5
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SERIES NUMERIQUES II : CINQ EXERCICES

Corrigés
Corrigés des exercices
Solution de I’exercice 1 . [E]
On pose Vn € N* v, = Z In (C’fi) ,on cherche un équivalent , on forme la série "dérivée” de
1<k<n
terme général w, = v,.1 — v,. On obtient v, = (n — 1) Inn! — 2 Z In k!, ce qui donne :
1<k<n
w, =nln(n+1) —Inn!
2 2
De méme , w,41 —w, = (n+1)In (Z 1 1) ,OT Zil =1+ n—H,donc Wit = Wo o~ 1,la

série divergente de terme général w,,; — w, est & termes positifs a partir d’un certain rang ,

on en déduit que les sommes partielles sont équivalentes , soit : E Wgi1 —WE  ~ N, soit
n—-+00
1<k<n
Wpi1 ~ mn,orn ~ n+1,doncw, ~ n.Deméme

n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o
g Upg1 — U~ g k
n—-+o0o
1<k<n 1<k<n
. nn-+1 .
Ce qui donne v, 1 —v; ~ g, d’ou
n—-+oo 2
n2
Uy, —

Y
n—-+oo 2

. 1 »
On a alors — ~ — la série de terme général — est a termes positifs , son terme général
Un n—-+oo 1 n

est équivalent au terme général d’une série Riemannienne convergente , c’est donc une série
convergente .

Solution de ’exercice 2. [E]

On sait que Vx € }O,g[, 0 < z < tan(z), il suffit d’étudier I'application x +— tan(x) — xsur

T ) T .
}0,5[. On en déduit que Vz € ]0,5[,0 < x?cotan(z) < z Par une récurrence évidente ,on
T
obtient que Yn € Nju,, € ]0,5 [, et que u, 1 < u,. La suite uwest positive , décroissante , donc
7T . . .. . T
convergente dans [0,5} Ja suite u étant décroissante , sa limite [ vérifie [ < ug < §.D0nc
T
[ # 5 Par continuité des applications présentes , [ vérifie
7r
l e [0,—[

2
[ = I* cotan(l)
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,d’ott | = 0. On cherche un réel atel que 3k # 0, lir}rl uy — uy = k. Or en effectuant un

développement limité on obtient :

3

2 - _ 5
x* cotan(z) o T3 + 0 (2°)
w3 a U2 a
uf‘lﬂ—ug:(un—gn—kO(uZ)) —uﬁzuf{((l—gn—kO(ui)) —1)
usL — U = —%uf{“ + O (u2™) Jon choisit a = —2, ce qui donne :
1 1 2

U2 u2 n;ioo §
n+1 n
En appliquant soit Césaro , soit les sommations des relations de comparaison , on a

1 1 2
—— =
u
0<k<n k+1

" 3
" n—-+0o00 2n

Pour obtenir un terme de plus dans de développement , il faut connaitre un équivalent de

1 1
- =5 5 lorsque n tend vers I'infini. On a
uz o u; 3

~  ~ Z
u% n—+oo 3
1

2
n+1

~ —=n et enfin
n—-+o0o

Soit
U

x3 xd

2 7
t = -
Tocotanz = T 3 5+O(I)

Aprés calculs :

111 wl ool o) 2 17, .
Tt (Gl e AL B B S TR

On a alors :

/3
Oru, ~ — ,donc
n—-+0oo 2n

En réappliquant les relations de comparaison pour les séries positives divergentes , on obtient :

12 17 1
— _Zn=1) ~ — il
2 3D 5 >

1<k<n—1

1 12 17

_ — — — ~

— —1
ul | w2 3 n—too 45 "

1 1 2 17

—_— ~Y
u721+1 u2 3 n—+co 30N
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1
Or on sait - ~ 1 —1 i t d’écrire :
que E . n (n — 1) ,ce qui permet d’écrire
1<k<n—1
1 2n 17

e L 1
3 +30 nn+o(lnn)

car In (n — 1) ~ Inn

Up =

2n 17
—+ —1 1
\/( 3 +30 nn+0(nn))

o 3 1 B 3(1_1_7(11171)_’_0(11171))
" 2n 17 /lnn Inn 2n 40 n n
I+ —(— ) +o|—
20 n n

() ()

Solution de l’exercice 3. [E]

1)On remarque qu'il y a un facteur de plus au dénominateur , on peut dire que : Vk € NVE <
1 1
1+ Vk,ce qui donne : Vn € N*u, <

- <
L++n 0

), il faut gagner deux “crans’, c’est a dire comparer vk et

Soit

cela montre que u, tend vers 0, si on

t t O L

veut montrer que u,, = ——
q ny/n

VEk=2pourk > 3. Vk -k —2=

D’ou :

or Vk +\/k:—2>\/§+1>2pourk:>3.

Vk +VE=2
Vi >3VEk <1+ Vk—2
Donc0< [ Vvk< TJI (1++Vk—2),cequidonne:

V2
(14+vn—=2)(1+vn—1)(1++/n)

Vn > 3,0 < u, <

On a montré que:

-o(c)

D’aprés les théorémes de comparaison sur les séries a termes positifs ,on en déduit que la série
E u, est convergente .
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Un+1 \/ﬁ

2)On remarque = , Soit

Up, 1++vn+1
U1V N+ 1 — U/ = —Upiq

On a affaire & une série télescopique , Z (ukH\/k +1-— uk\/E) = Upy/n — up Dol :

1<k<n—1
Un\/ﬁ— Uy = — E Uk+1
1<k<n—1
E U = 2u1 + un\/ﬁ
1<k<n

1 1
u, = O <m) Jdonc lim wu,/n=0et u; = 5 donc :

n—-+o0o
E U = 1

Un+1

3)N0us sommes dans le cas on lim

= 1, la série est a termes positifs , on cherche un
n—-4o00o Unp,

Un+1
Unp,

équivalent de In ( )dans le but d’appliquer les sommations des relations de comparaison

(52) - )

La série E T est une série de Riemann de signe constant divergente , on a :
n

.Par calculs :

1
—1 1 ~
N Upy1 + MUy, oo \/ﬁ
Par application des sommations de relations de comparaison , on en déduit que les sommes
partielles sont équivalentes . Soit :

1
—Inu,p +Inuy ~ Z - —

1
Or lapplication z — —— est positive , décroissante , de limite nulle , non intégrable , on sait

NZY

que :
1 " dx
 ~ _
n—-+o0o €T

On en déduit que :
—InUpp +Inu; ~ 2yn ~ 2vVn+1

——+ n—-+o0o
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or 2¢/n  ~ 2y/n+ 1,donc : On obtient :

n—-+00

lnu, ~ —2vn

n—-+o0o

Pour pouvoir passer a l'exponentielle , il faut connaitre une estimation de la différence
Inu, — (—=2y/n). On pose v, = Inu, — (—2y/n),on forme la série dérivée Zvnﬂ — vp. Or

11 11 1
R S NCYC RIS NG B
Ungt = U = — 5 () 4 55 (P 4 0(5)

3
- L /1Y> . . : .
La série E — | — | est une série convergente , d’ou la suite v converge vers un réel L. On
12 \ n
obtient alors :

Uy ele=Vn
n—-—+00

Solution de I’exercice 4. [F]
1)On pose V_; = 0, on obtient : Vn € N, S, = Z ug (Vi = Vi—1) Ce qui donne ;

0<k<n

Sy = Z u Vi, — Z U1 Vi = u, Vi + Z (up — up—1) Vi

0<k<n 0<k<n—1 1<k<n—1

2)R ou C sont des espaces complets , il suffit de montrer que la suite S est de Cauchy .

Sntp — Sp = Z wr (Vi = V1) = Z up Vi — Z U1 Vi

n+1<k<n+p n+1<k<n+p n<k<n+p—1

Sntp — Sn = Z (ur — Ugs1) Vi + UnipVigp — Uns1Vi Sioon note M un majorant de la
n+1<k<n+p—1
suite |V ,on obtient :[S, 4, — Sy| < MZ |(wr, — ugs1)| + M (Junsp| + |tuns1|) Or la suite
n+1<k<n+p—1
west décroissante , donc Z |(up — ugs1)| = Z (U — Up41) = Upy1 — Upsp LA

n+1<k<n+p—1 n+1<k<n+p—1
suite u est décroissante de limite nulle , elle est donc positive , d’otu :

’Sn+p - Sn‘ g 2MUn+1

La suite west de limite nulle , on en déduit que la suite Sest de Cauchy , elle est donc
convergente car Ret C sont des espaces complets . En faisant tendre pvers 'infini ,on en déduit
une majoration du reste:

Z UpVk| < 2Mup

n+1<k
ik 0 1 — e2in
Vn € N*, Un = E COS(Qk) = Re E e’ = Re | e”’ ﬁ
— e
1<k<n 1<k<sn
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€2i 1 — 621’n B ei 1— €2in _ ei 1— €2in
1—e% | ei—el )] —2isin 1

1

|sin 1|

D’ou :

Vn € N*, |U,| <

1
La suite U est bornée , de plus la suite k& — yE est réelle décroissante de limite nulle , on

cos 2k .
2 est une série convergente, de

peut appliquer la transformation d’Abel , la série Z

2 1
plus la valeur absolue de son reste est majorée par Sin ] (( 1)2) qui est bien de la forme
sin n+
— cos 2k

1 1 1
@) (—2) . On écrit que : Vk € N, sin® k = T,Ia série de terme général yE est convergente
n

sin? k

k2

Riemannienne d’exposant 2 .On en déduit que la série de terme général est convergente

comme somme de deux séries convergentes . De plus

2
sin® k 1 cos 2k
Bo= X = Dam— 2 o
n+1<k n+1<k n+1<k
1 L LY s deux séi t ¢ it] déduit
r —— ~ — - €S deux series sont convergentes osl1tives on en dedul ar
2% h—too 2\k  k+1) Vers » POSIUVES P

sommation des relations de comparaison que les restes sont équivalents ,

1 1/1 1
> s 25

n+1<k n+1<k
1/1 1 1
On a de pl — == — d :
n a de plus , ZQ(k k—i—l) 2(n+1)’0nc
n+1<k
> g
2k2 n—+o0 2n
n+1<k
: : e 1 1 , o
Soit la suite s définie par : Vn € N¥s, = 7 " o par développement limité ,
n+1<k n
1 Pnté t” 1 1 1 1 d’ot
Spi1 — Sn ~ —=,oren’intégrant” — ~ - |————/],dou:
+ n—+oo 203 & 2n3 n—+too 4 \ n? (n + 1)2

1 /1 1
Snpl = Sn ~ |-
n n n——+o0o0 4 n2 (n + 1)2
de nouveau par sommation des relations de comparaison , les restes sont équivalents , soit :

1

S ~ —_—
nn—>+oo 4n2
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1 1
On en déduit que R,, = o +0 (—2) ,d’ou la série de terme général R, diverge comme somme
n n

d’une série divergente et d’une série convergente . Remarque : On pouvait aussi utiliser :

1 too
R T
k* n—too ), 1 x®

n+1<k

pour o > 1.

Solution de ’exercice 5. [E]

Remarque générale : Dans les séries alternées , vous pouvez remarquer que quand on change
ken k+1, le signe de (—1)* change .

1)On pose u,, = Z (—D)""'"Vk ona:u, = Z (- VE=T1,dou :

1<k<n 2<k<n+1
1 k+1 k
un:§<2(—1) Vi + ) (-D)'VE-1
1<k<n 2<k<n+1

Up = % (1 + (=D Y (-t (\/E —Vk - 1) )

2<k<n

1
Or \/E— vV kEk—1= \/_ \/k— application k— \/E_i_—\/ﬁ

limite nulle , donc d’aprés le théoréme spéciale des séries alternées , la série Z (—1)“rl (\/E —Vk— 1> est
convergente . D’ou :

est positive , décroissante de

un = 5 (C1"1 Vi +0 (1)

On a immédiatement : )
u, ~ =(=1)""/n

n—-+oo 2

2)Vn e N* v, = u, + upy1,pour étudier la suite v on va étudier la série "dérivée”, la série

Z (Un—l-l - Un) .

Ungt = Un = gz =t = (=1 VR 2= (1) Vi = (<) <—W+§+ﬁ)

La série dérivée vérifie le théoréme spéciale des séries alternées , la série est E (U1 — Un)
convergente , ce qui entraine que la suite vconverge vers un réel [.On sait que le reste

E wy d’une série alternée est du signe de w,,.1 et que E wi| < |wpg1]-
T+n<k 14+n<k
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Z (Uk+1 - Ulc)

Z (Vg1 — vg) est du signe de vy — vy et

1<k 1<k
-2
Uy — U = = — \/§—1>
2 — U1 Bl (
,on a

Z (Vg1 — ) = (\/§ . 1)

1<k

Ce qui donne encore : [ — vy > \/3—1, oul > \/§—1+1+1—\/§,soit:
[21+V3-v2>0
3)On a Upy1 +Up =1+ 0(1)et upp1 —u, = (—1)" v/n+ 1 On en déduit par soustraction :
2y =14 (=) Vn+1+0(1)
On en déduit que :

1 2 2(—1)"*!

w4 ()" Ve T+ 0(1) (=)™ L
\/n+1<1+ﬁ+0(%)

1 2(-n)" 21 1 2(=1)"!
On en déduit que : — — # ~ = avec [ > 0 La série Z (— - L est
Up,

Uy  A/n+1 noteo n+1 /n + 1

2(—1 n+1
divergente , or la série Z (¥ est convergente car elle vérifie le théoréme spécial des

vn+1

séries alternées , on en déduit que la série g — est divergente comme somme d’une série
Up
divergente et d'une série convergente .
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