INEGALITES DE CONVEXITE

Enoncés
Enoncés des exercices
| EXERCICE 1] [Indication ] [Correction |
Soit f: I — IR, continue, telle que : V (z,y) € I?, f(x ;— y) < f(@) —;— 1)
Montrer que f est convexe.
| EXERCICE 2] [Indication ] [Correction |
Montrer que pour tout A de IR et tout = de [—1,1], on a : e’ < ch A+ xsh \.
| EXERCICE 3] [Indication ] [Correction |
. e 1 1 eoa? v
Soient p,q dans IR™™ tels que — + — = 1. Montrer que Va,b € R™, — + — > ab.
P q p q
| EXERCICE 4| [Indication] [ Correction ]
Pour tous x,y de |1, +oc[, montrer que ln<x ;— y) > vInzlny.
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INEGALITES DE CONVEXITE

Indications, résultats

Indications ou résultats

| INDICATION POUR L'EXERCICE 1| [Retour & I'énoncé]

Soient x < y. Prouver que Vk € {0,...,2"}, f(;nx + (1 - %)y) < —flx)+ (11— =)f(y).

Ky,
Se donner A € [0, 1]. Justifier 'existence de k,, de {0,...,2"—1} tel que -~ <A <

k
Utiliser alors la suite des A\, = 2—2 et la continuité de f.

| INDICATION POUR L'EXERCICE 2| [Retour & I'énoncé|

Utiliser la convexité de f : z — e sur [—1,1].

| INDICATION POUR L’'EXERCICE 3] [Retour & 'énoncé|

Utiliser la concavité de z — Inz, entre x = a” et y = b9.

| INDICATION POUR L'EXERCICE 4 | [Retour & I'énoncé|

(r —2% y) > p(z) ;L e(y)

, avec ¢(t) = Inlnt.

L’inégalité a prouver équivaut a ¢
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INEGALITES DE CONVEXITE

Corrigés

Corrigés des exercices

’CORRIGE DE L'EXERCICE 1\ [Retour a 1'énoncé |

Soient x,y fixés, avec x < y. On va montrer par récurrence sur n > 1 la propriété :

k k

VE (0.2, (g (1= 209) < oo f@) + (1= o) f ()

Remarquons que pour k = 0 ou k = 2n, cette inégalité est évidente (c’est méme une égalité).

x+y> < f@)+ fy)
2 2

< : c’est 'hypothese de I’énoncé.

Sin =1 la propriété se réduit a f (

On se donne un entier n > 1, et on suppose que la propriété est vraie au rang n.

Soit k € {1,...,2"" —1}. Posons a;, =

Il s’agit de prouver 'inégalité f(ay) < by.

— Supposons que k soit pair : k = 2m avec 0 < m < 2™,
L’inégalité a démontrer se réduit donc a f(;n—nx +(1— ;n—n)y> < %f(x) +(1— g)f(y)

Le résultat est donc une conséquence directe de ’hypothese de récurrence.

— Supposons que k soit impair : k =2m + 1 avec 0 < m < 2" — 1.

2, + A2m bom + bam
Alors ak:amﬂz%a bk:%.

On sait d’apres le cas précédent que f(agm) < by et f(azmi2) < bomio.
A2m, + a2m+2) < flagm) + flazm+2) < bam + bamo
2 - 2 - 2 '
Ainsi f(ax) < by, ce qui prouve la propriété au rang n + 1 et acheéve la récurrence.

L’énoncé donne f(ay) = f<

On se donne maintenant un réel A quelconque entre [0, 1].

Pour tout n, il existe un plus grand entier k,, de {0,...,2" — 1} tel que A\, = l;—z <A< knz—: 1.
La suite des A\, est convergente vers A car 0 < A — )\, < on
D’autre part, pour tout n de IN, on a f(A,z + (1 — A\p)y) < \of(x) + (1= X\,) f(y).

lim Az 4+ (1=N)y) =Xz +(1— Ny
Quand n tend vers +o00, on a e

i (\F (@) + (1= A () = Af() + (L= N f()
La continuité de f donne alors f(Az + (1 — N)y) < Af(z) + (1 = A) f(y).
On a ainsi prouvé la convexité de I’application f.
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INEGALITES DE CONVEXITE

Corrigés

’CORRIGE DE L'EXERCICE 2\ [Retour a I'énoncé |

L’application f : z +— e est convexe (sa dérivée seconde A% e’ est positive.)

L’équation de la droite reliant les points d’abscisse —1 et 1 de la courbe y = f(x) est :

y = g(x) avec g(x) = f(—1) + (x—i—l)w = ¢+ (x+1)shA= chA+zsh

La convexité de f implique : Vz € [—1,1], f(x) < g(x), ce qui est le résultat attendu.

CORRIGE DE L'EXERCICE 3] [Retour & I'énoncé]

1 1
Pour tous x,y dans IR**, on a ln(E + Q) > = 1Y (concavité de x — Inz.)
p q p q
a? b
Si on applique ce résultat a x = a? et y = b7, on trouve : ln(— + —) >Ina—+1Inb.
p q

P P
Ainsi In(ab) < ln(a— + —) puis ab < Z 4+
p q p q

’CORRIGE DE L'EXERCICE 4\ [Retour & 'énoncé |

Par composition avec t — Int, I'inégalité a prouver équivaut a In ln( 5 y) > InvInxlny.

x+ y) S P) + oY)
2 - 2
Pour obtenir le résultat il suffit donc de vérifier la concavité de .

Cette inégalité s’écrit encore go( avec ¢(t) = Inlnt.

. . 1
Celle-ci résulte de la décroissance de t — ¢'(t) = Ty SW ]1, +00].
n
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