DERIVEE N-IEME D’UNE FONCTION

Enoncés
Enoncés des exercices
| EXERCICE 1] [Indication ] [Correction |
Calculer la dérivée n-ieme de f,(x) = 2" 'Inz, avec n > 1.
| EXERCICE 2] [Indication ] [Correction |
Calculer la dérivée n-ieme de f(z) = sin(z cos o) e”s .
On proposera deux démonstrations différentes.
| EXERCICE 3] [Indication ] [Correction |
On pose y(x) = arctan . Montrer que y™ (x) = (n — 1)! cos™ y sin(ny + n%)
| EXERCICE 4| [Indication ] [Correction |
1
Calculer les zéros de la dérivée n-ieme de f(x) = :
1+ 22
| EXERCICE 5 | [Indication ] [Correction |
qr dn+1
Pour tout entier naturel n, établir que (4a)" 12 —— Ve | = eV®,
dzn dazntt
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DERIVEE N-IEME D’UNE FONCTION

Indications, résultats

Indications ou résultats

| INDICATION POUR L'EXERCICE 1| [Retour & I'énoncé]

On a f,1(x) = xf,(x). Montrer par récurrence que fr(L")(I) s’écrit sous la forme 2.
x
(n—1)!

Vérifier que a,1 = na, pour tout n > 1. En déduire f,S") (x) =
x

| INDICATION POUR L'EXERCICE 2| [Retour & I'énoncé]

— Premiere méthode : remarquer que f'(x) = sin(a + zsin a) €5«

I COS «x

Prouver par récurrence que f™(z) = sin(na + rsina)e

— Deuxieme méthode : remarquer que f(z) = Img(x) avec g(x) = e** et w = €',

| INDICATION POUR L’EXERCICE 3| [Retour & I'énoncé]

Procéder par récurrence sur n > 1, en remarquant d’abord que 3’ = cos? .

| INDICATION POUR L'EXERCICE 4 | [Retour & I'énoncé]

1 i1 1
Remarquer que £(2) = s = 555~ 77

i(=1)mnl((@ — )™ — (x40
2(a2 + 1) '

Chercher ensuite les zéros du polynome P, (x) = (z — )"t — (z 4 4)" L.

En déduire f(z) =

km

On trouve n solutions distinctes : les x;, = — cotan 6y, avec avec 0, = 7 et 1 <k<n.

n +

| INDICATION POUR L’'EXERCICE 5| [Retour & 'énoncé |

Poser y = eV?, z, = (4a)""/2y+1) puis établir 2" =y par récurrence.

Pour cela, montrer que 4xy” + 2y’ — y = 0, égalité qu’on dérivera n fois.
En déduire z; + 229 — 2y/x =0 et pour n > 1: 2,11 + (4n + 2)z, — 4z, 1 = 0.

Enfin, dériver n + 1 fois 1’égalité précédente.
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DERIVEE N-IEME D’UNE FONCTION

Corrigés
Corrigés des exercices
’CORRIGE DE L'EXERCICE 1\ [Retour & 1'énoncé |
1 1
On vérifie que f{(z) = (Inz) = — et fif(z) = (zlnz)" = (1+Inz) = —.
x x
Montrons par récurrence que pour tout n > 1, il existe a,, € IR tel que g,(x) = fé”)(x) _—
C’est vrai si n = 1. Supposons que ce le soit pour un entier n > 1 fixé. Alors :
n+1 n n+1 n
gon(2) = fI7(@) = (@ (@) (@) = 2 (@) + (04 D (@)
a, (n+1a, na,
= 2g/ +1 =- =
rgh () + (n 4 1)g () =~y L D0 1
Ainsi il existe a,41 tel que g,11(x) = fﬁ:ﬁl)(x) = a”“, avec Q11 = Nay,.
Cela prouve la propriété au rang n + 1 et acheve la récurrence.
De plus la relation a,+1 = na, et I'égalité a; = 1 donnent Vn > 1, a,, = (n — 1)!
n —1)!
Conclusion : pour tout n > 1, on a f} N(z) = M
x
]CORRIGE DE L'EXERCICE 2\ [Retour a 1'énoncé |
On calcule la dérivée premiere de f :
f'(z) = ((sin ) cos(z sin @) + (cos ) sin(z sin @) €*“** = sin(a + z sin ) * >
Montrons que pour tout entier n, on a f™(x) = sin(na + x sin o) e*<°.
La propriété est vraie pour n =0et n = 1.
Supposons qu’elle le soit pour un entier n > 0 donné.
On en déduit :
fo(z) = % (sin(na + x sin o) €€ <)
= ((sin ) cos(na + xsin @) + (cos @) sin(na + z sin ) ) €5
=sin((n + 1)a + zsin o) e¥ 5
ce qui prouve la propriété au rang n + 1 et acheve la récurrence.
Il y a une autre démonstration, qui utilise les fonctions a valeurs complexes.
On a en effet f(z) = Img(z) avec g(x) = 5N TS = ¥ gyec w = €@,
On a alors, pour tout n, g™ (x) = W" e** = " e** = exp(i(na + x cosa)) e*<=2,
On en déduit, pour tout n de IN :
f™(z) = Img™(z) = Im (exp(i(na + zcosa)) e“oso‘> = sin(na + = sin ) €752,
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DERIVEE N-IEME D’UNE FONCTION

Corrigés
’CORRIGE DE L'EXERCICE 3\ [Retour a I'énoncé |
On procede par récurrence sur 'entier n > 1.
Pour n=1,o0n a:
1 1
n — 1) cos" y sin(ny +nZ) = cosysin(y + 3) = cos’ y = = = (x
(n —1)lcos™ y sin(ny + n3g) ysin(y + 3) Y= Tty 1322 y'(z)

La propriété est donc vraie pour n = 1.

Supposons qu’elle le soit au rang n > 1 fixé. On a alors :

n d N
y +1)(:E) =(n—1)! = (cos y sin(ny + n%))
=(n— 1y (x) (—n sin y sin(ny + n%) + ncosy cos(ny + ng)> cos™ D (y)
= ntcos?(y) (cos((n + 1)y + nF) ) cos™ D (y)
= nlcos™ ™ (y)sin((n + 1)y + (n+ 1))

Ce qui établit la propriété au rang n + 1 et acheve la récurrence.

’CORRIGE DE L'EXERCICE 4\ [Retour & 1'énoncé |

On utilise une décomposition en éléments simples dans C(X).

1 1 1 1
Pour tout = de IR, on a = , . :3<—.— >
1422 (r+i)(x—1i) 2\x+i x—1i
. P 1 (—=1)"n! L
On sait que la dérivée n-ieme de est . On en déduit :
x4+« (x 4+ o)+t
£0)(2) i(—1)"n! < 1 1 ) i(=1)"n!((z — )" — (x + )"
xTr) = — =
2 (x +i)m+t (x—a)nt! 2(x% + 1)n+!

Les zéros de f™ () sont donc ceux du polynéome P, (x) = (z — i)™+ — (z + i)™+,
km

On note wy = exp 20, avec 0, = T avec 0 < k <n.
n

Les wy sont les n + 1 racines (n + 1)-iemes de 'unité (en particulier zp = 1.)
On rappelle que pour tout u,v dans @, on a "™ = v"* < Jk € {0,...,n}, u=wyv.

Pour tout z de @, on peut donc écrire :

P(z) =0 (z—9)""=Cz+i)"""oTke{0,...,n}, 2 —i=wp(z+1)

14w, 14+ e¥% 2cos b,
< Jke{l,...,n}, z =7 — =i _ZQisiHHk = — cotan 0y,

Les 0 forment une suite strictement croissante de |0, 7|.

Ainsi f™ possede n zéros distincts sur IR qui sont les 2, = — cotan 6y, avec 1 < k < n.
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DERIVEE N-IEME D’UNE FONCTION

Corrigés

’CORRIGE DE L'EXERCICE 5\ [Retour a I'énoncé |
On pose y = eV?, et 2, = (4)n /2y 1),

/ /

Y puisy”:—y S
2\/x 2yr  dxy/x  4dxr 2z

On en déduit I'égalité 4xy” + 2y —y = 0.

— On trouve tout d’abord ¢ =

— On dérive n fois I'égalité précédente.
On trouve 4y "2 4 4ny+ 4 2y(n+h) () — 0 donc 4ay ™2 + (4n 4 2)y ) — y() = 0.

— On multiplie membre & membre par (4x)"+1/2,

On trouve (4z)"3/2y(+2) 4 (4n + 2)(4z)"+1/ 2y — 4g(42)"~1/2y(M) = 0.
21+220—-2/y=0sin=0

Autrement dit : { '
Zni1 + (An+2)z, —4xz, 1 =0sin>1

— On dérive n + 1 fois la derniere égalité. Pour tout n, on pose Z,, = 2.
On trouve z,(ZJrl D (dn 4 2)20Y — a2 g(n 4 1), =
Autrement dit Z, 1 + (dn+2)Z) —4xZ) | —4n+ 1)Z_| =

— Il reste a montrer que Z,, = y et pour cela on procede par récurrence sur n.

Tout d’abord Zy = 2o = 2¢/x y'(x) qui est bien égal & y.

/

)
2r\/x  Adx\/r
On en déduit 8x+/zy" = 4xy’ — 2y puis (8xv/zy") = dxy” + 2y = y.

Ainsi la propriété est vraie aux rangs n =0 et n = 1.

D’autre part Z; = 2} = (82/y")" et on sait que y’ =

Supposons qu’elle le soit aux rangs n — 1 et n (n > 1 donné). Ainsi Z,,_; = Z, = v.
Alors Zy1 + (An+2)Z), —4aZ! | —4(n+1)Z]_, =0 devient Z, 11 = 4oy + 2y =y.

Cela établit la propriété au rang n + 1 et acheve la récurrence.
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