REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

Partie II : Polynome caractéristique

II Polynoéme caractéristique

Dans ce paragraphe, F est un IK-espace vectoriel de dimension finie n > 1.

II.1 Définition et premieres propriétés

Définition
Soit M une matrice de M,,(IK).
Le polynéme caractéristique de M est xp(X) = det(M — XI,,).

Propriétés
— Le polynome caractéristique de M vérifie :
Y (X) = (=1)"X" + (1) Hr(M)X" ! 4 -+ + det(M).
— Les matrices M et "M ont le méme polynome caractéristique.

— Deux matrices semblables ont le méme polynome caractéristique.

Définition
Soit f un endomorphisme de E. On appelle polynome caractéristique de f celui de la matrice

M de f dans une base (e) quelconque de E. On le note y ¢(X).

D’apres la propriété précédente, il ne dépend pas de la base choisie.

I1.2 Polynome caractéristique et valeurs propres

Proposition
Soient f un endomorphisme de E, M une matrice de M,,(IK), et A un élément de IK.
A est valeur propre de M < X est racine de y(X).
A est valeur propre de f < A est racine de xr(X).

Conséquence

Toute matrice de M,,(T), ou encore tout endomorphisme f d'un (-espace vectoriel de
dimension n > 1, admet au moins une valeur propre.

Définition (multiplicité d’une valeur propre)
Soient f un endomorphisme de E, M une matrice de M,,(IK), et A un élément de IK.

On dit que A est une valeur propre de M (resp. de f), avec la multiplicité k (1 < k < n),
si A est racine de x(X) (resp. de x (X)), avec la multiplicité k.

Cette multiplicité est souvent notée m(\).

On parle ainsi de valeur propre simple, double, triple, ... si m(\) =1,2,3,....
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Proposition (somme et produit des valeurs propres)

Si le polynome caractéristique de M est scindé dans @, c¢’est-a-dire se décompose en un
produit de polynomes de degré 1, alors tr(M) (resp. det(M)) est égale a la somme (resp.
au produit) des valeurs propres de M chacune comptée autant de fois que sa multiplicité.

C’est toujours le cas si IK = (.

Remarque

Une matrice triangulaire a ses valeurs propres sur la diagonale, chacune figurant autant de
fois que son ordre de multiplicité.

Proposition (valeurs propres d’une matrice réelle)
Soit M une matrice carrée d’ordre n, a coefficients réels.
On considere ses valeurs propres dans (.

Si le nombre complexe A est une valeur propre de M alors \ est aussi une valeur propre de
M, et avec la méme multiplicité.

De plus, si le vecteur colonne X vérifie M X = AX, alors on a l'égalité MX = \X.

I1.3 Polynome caractéristique et sous-espaces stables

Proposition
Soit f un endomorphisme de F.
On suppose que E = Fy @ Fy, & --- @ F,, les F, étant non réduits a {0}.
On suppose que chaque F}, est stable par f, et on note g la restriction de f a Fj.

Alors x (X)) = xg, (X)X (X) - -+ Xg, (X).

Conséquence

Soit. f un endomorphisme de E. Soit A une valeur propre de f.

Si on note m(\) sa multiplicité et d(\) la dimension du sous-espace propre E), alors on a
la double inégalité : 1 < d(\) < m(\).

En particulier, le sous-espace vectoriel propre associé a une valeur propre simple, c’est-a-dire
de multiplicité 1, est nécessairement une droite vectorielle.
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