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INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

Partie I : Intégrabilité des fonctions positives

I Intégrabilité des fonctions positives

On considere des applications définies sur un intervalle I de IR, a valeurs dans IK (IR ou ).

On note C,,(I,IK) 'ensemble des applications continues par morceaux de I dans IK.

Dans ce chapitre, on cherche a étendre la signification du symbole / f quand l'intervalle I n’est
I
pas un segment ou quand 'application f n’est pas bornée.

Dans ce paragraphe on considere des applications f de I dans IR*.

I.1 Définition de l’'intégrabilité

Définition
Soit f un élément de C,,(I,IR"). On dit que f est intégrable ou encore sommable sur I s’il

existe un réel M > 0 tel que pour tout sous-segment J de I, on ait : / f<M.
J

On note alors / f la borne supérieure des / f, pour tous les sous-segments J de I.
I J

La quantité positive ou nulle / f est appelée intégrale de f sur Iintervalle [.
I

Notation
H On note £'(1,IR") 'ensemble des fonctions intégrables de I dans IR*.

Exemples

— L’application z — f(z) = e~ est intégrable sur IR" et . f=1
R

est intégrable sur I =0, 1] et f=2
10,1]

— L’application z — f(x) =

—_
_ S

— L’application z — f(z) = est intégrable sur IR et / f=m.
R

1+ 22

Remarques
— Supposons que 'intervalle I soit réduit a un point a.
Alors toute application f définie en a est intégrable sur I = {a} et d’intégrale nulle...

— Supposons que [ soit un segment [a, b] et que f soit continue par morceaux sur I.

Le chapitre “intégration et dérivation” nous a déja permis de donner un sens a f.
[a,b]
L’application f est bien sur intégrable sur [a,b] au sens de la définition précédente, et la

valeur de son intégrale f ne change pas !
[a,b]
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INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

Partie I : Intégrabilité des fonctions positives

I.2 Propriétés de l’intégrale des fonctions positives

Proposition (Intégrabilité par réunion croissante)
Soit f un élément de C,,(I,IR™).

On suppose qu'il existe une suite croissante (.J,,),>o de sous-segments de I tels que :

— L’intervalle [ est la réunion des J U Jn, = J (on dit que la suite (J,,) est exhaustive.)
nelN
— La suite (/ f) est majorée : il existe M dans IRT tel que f < M pour tout n.
Jn /20 In

Alors l'application f est intégrable sur I et on a : / f = sup f.
nelN

Remarques

— Réciproquement, si f est intégrable sur I, alors on a 1'égalité / f = sup f pour toute
I nclN
suite (K, )n>o (croissante et exhaustive) de sous-segments de I.

— Notons a et b les extrémités gauche et droite de I avec —oo < a < b < +00.

f est intégrable sur I < il existe une suite (a,) décroissante de limite a, et une suite (b,)

f converge. On a alors : /f = lim f
I

=40 Jlan bn]

croissante de limite b, telles que la suite /

[an;bn]

Proposition (Intégrabilité par partition de I'intervalle)

Soit f un élément de C,, (1, IRT).

Soit ¢ un élément de I. Notons I, = IN| —oo,c| et Iy = 1N ¢, +oo.
L’application f est intégrable sur I < elle 'est sur I, et sur ;.

On a alors I'égalité : /f / f+
Iy Id

Conséquence
— Supposons par exemple que I'application f soit continue par morceaux sur IR™.

Alors f est intégrable sur IRY* < elle I'est sur |0, 1] et sur [1, +ool.

Dans ce cas on a : / / f+/
R 0,1] [1,400]

— Soit f un élément de C,,([a, b[,IRT), avec a < b < 400 (le “probleme” est donc en b).
Soit ¢ un élément de [a, b]. L’application f est donc continue par morceaux sur [a, c].
Dans ces conditions, f est intégrable sur [a, b[ < elle l'est sur [c, b].

On a alors I'égalité / f+ f
[a,b] a,c] [e,b]

— De méme, supposons que f soit continue par morceaux sur |a, b| (le “probléme” est en a.)
Soit ¢ un élément de Ja, b : f est intégrable sur Ja,b] < elle l'est sur |a, c|.

On a alors 1'égalité / f+ f
la,b] la,c] [c,b]
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INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

Partie I : Intégrabilité des fonctions positives

Proposition (Intégrabilité par translation de I'intervalle)
Soit f un élément C,, (I, IRT).
Soient « un réel et J l'intervalle se déduisant de I par la translation z — = + «.

Soit g application définie sur J par : Vx € J, g(z) = f(z — ).

Alors g est continue par morceaux sur J, intégrable, et / g= / f.
J I

Exemples

1
— L’application ¢ : z — est intégrable sur |1, 2] et g= / — =2.
1,2] 0,1

1
ve—1

Le changement de variable x — x 4+ 1 a permis ici de se ramener “a l'origine”.

Proposition (Intégrabilité par utilisation d’une primitive)
Soit f un élément de C,,([a,b[,IR"), avec a < b < oco.

Soit F' la primitive de f qui s’annule en a : Va € [a, b], / f(t)

Alors f est intégrable sur I = [a,b] < F' (qui est croissante) est majorée.

On a alors : /f = sup F(z) = lin})F(x).
I o=

zel

Remarques

— On a un résultat analogue si f appartient & C,,(]a, b], IR"), avec —oo < a < b.
b
En effet, soit G: x — / f(t)dt. On a G'(z) = —f(x) <0 sur I =]a,b] et G(b) =
L’application G est donc décroissante sur I =|a, b].

Alors f est intégrable < G est majorée, et on a : /f =sup G(z) = lim G(x).
xe[ r—a
— Une conséquence des deux résultats précédents est que si I'application f est continue par
morceaux sur [a, b] (donc intégrable sur ce segment) alors elle est intégrable sur chacun des
intervalles [a, b], ]a, b] et |a, b], 'intégrale de f restant la méme.

Les intégrales de Riemann

1
— L’application f : z — — est intégrable sur |0, 1] & o < 1.
x
1
— L’application f : z — — est intégrable sur [1, +-o0 si et seulement si o > 1.
T
1
— Plus généralement, considérons 'application g : = — ———.
z|In x|’

1
L’application ¢ est intégrable sur ]O, 5}, ou sur |2, +00[, si et seulement si § > 1.
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INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

Partie I : Intégrabilité des fonctions positives

I.3 Opérations sur les fonctions intégrables positives
Proposition (Additivité de I'intégrale)
Soient f et g deux éléments de £'(I,IR™").
Alors l'application f + g est intégrable sur [ et : /(f +g) = /f + /g.
I I I

Proposition (Produit par un réel positif)
Soit f un élément de £1(I,IR"), et soit A un réel positif.
Alors I'application Af est intégrable sur I et //\f = )\/f.
I I

Proposition (Positivité de I'intégrale)
Soit f une application intégrable de I dans IR*. On sait que / f=>=0.
I
Si de plus f est continue, alors : / f =0<« f est I'application nulle sur I.
I
Proposition (Croissance de l'intégrale)

Soit f et g deux applications de I dans IR, continues par morceaux.

On suppose que pour tout x de I, on a U'inégalité : 0 < f(x) < g(z).

Si g est intégrable sur I alors f est intégrable sur I et / f< / qg.
I I

Proposition Comparaison d’une série et d’une intégrale

Soit f une application de IR" dans IR, continue par morceaux et décroissante.

Alors la série de terme général w,, = f(t)dt — f(n) est convergente.
n—1

En particulier, la série Y f(n) converge < f est intégrable sur IR™".
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INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

Partie II : Fonctions intégrables a valeurs complexes

II Fonctions intégrables a valeurs complexes

Dans ce paragraphe, I est un intervalle de IR, et IK désigne IR ou (.

II.1 Notations préliminaires

Applications |f|, Re f et Im f.

— Soit f une application définie sur l'intervalle I, a valeurs dans IK.
On définit les applications |f|, Re f et Im f de la maniére suivante :

Vo e L[f(z) = [f(z)], Re f)(z) = Re f(z), (Im f)(x) = Im f(z).

— Si f est continue par morceaux sur I, alors |f|, Re (f) et Im (f) le sont aussi.

Applications f* et f~.

— Soit f une application définie sur l'intervalle I, a valeurs réelles.
On définit les applications f* et f~ de la maniére suivante :
Ve eI, fH(x) = max (f(x),0) et f~(z) = max (—f(x),0).
On vérifie alors les égalités f = ft — f~et |f|=ft+ .

— L’application f est continue par morceaux sur [ < f* et f~ le sont.

I1.2 Intégrabilité d’une fonction a valeurs réelles ou complexes

Définition
Soit f une application de I dans IK, continue par morceaux.

On dit que f est intégrable sur I si l'application |f| est intégrable.

Notation

H On note £'(I,1K) 'ensemble des applications intégrables sur I et a valeurs dans IK.

Proposition

H L’ensemble £(I,1K) est muni d’une structure d’espace vectoriel sur IK.

Proposition (Intégrabilité par domination)
Soit f : I — IK une application continue par morceaux.
Soit ¢ : I — IR™ une application intégrable. On suppose que |f| < ¢ sur I.
Alors I'application f est intégrable sur I.
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INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

Partie II : Fonctions intégrables a valeurs complexes

Conséquences
Soient f et g deux applications de I = [a, b[ dans IK, continues par morceaux.

— Si g est intégrable sur [a, b], et si f = Op(g), alors f est intégrable sur [a, b|.

— On suppose que les applications f et g sont équivalentes au voisinage de b.
Alors f est intégrable sur [a, b] < ¢ est intégrable sur [a, b].

I1.3 Utilisation des intégrales de Riemann

Intégrabilité sur |a, D]

Soient a et b deux nombres réels, avec a < b.

Soit f une application de ]a,b] dans IK, continue par morceaux (le “probléme” est en a.)

— Si (z — a)*f(z) reste borné au voisinage de a avec a < 1, alors f est intégrable sur ]a, b].
C’est le cas en particulier si Ili)rgl+(x —a)*f(z) = 0 (toujours avec o < 1).

Exemple : Papplication x +— Inx est intégrable sur |0, 1] car lim+ Vrlnz = 0.
z—0

— Si |(z —a)f(x)| > M > 0 au voisinage de a, alors f n’est pas intégrable sur ]a, b].
C’est le cas en particulier si lim+(x —a)f(z) =X #0.

Exemple : I'application f : x +— 2T est pas intégrable sur ]0, 1] car lim+ zf(x) = occ.
T z—0

Intégrabilité sur [a, +o0]
Soient @ un nombre réel, et f une application de [a, +oo[ dans IK, continue par morceaux.

— Si 2 f(x) reste borné au voisinage de +00 avec a > 1, alors f est intégrable sur [a, +0o0].

C’est le cas en particulier si lim z%f(z) = 0 (toujours avec av > 1).
r—+00

Exemple : I'application z — e~ V7 est intégrable sur IRT car lim e VE = 0.
r—+00

— Si|zf(z)] > M > 0 au voisinage de 400, alors f n’est pas intégrable sur [a, +o0.

C’est le cas en particulier si lim xf(z) = X\ # 0.
r—+00

tanh x

n’est pas intégrable sur [1, +oo[ car lim xf(z) = 1.
T——+00

Exemple : I'application = +—

Intégrales de Bertrand

1
Soient « et 3 deux réels, et soit f I'application définie sur IR** — {1} par f(z) = ﬁ
% |In” x
— [ est intégrable sur ]0,3] < (e <1) ou (a =1,6>1).
— f est intégrable sur [2,+o00] < (o > 1) ou (e =1,5>1).
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INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

Partie II : Fonctions intégrables a valeurs complexes

I1.4 Intégrale des fonctions a valeurs réelles ou complexes

On a défini ce qu’est une fonction intégrable sur un intervalle I de IR et a valeurs dans IK, mais
on n’a pas encore défini ce qu'on appelle 'intégrale sur I d’une telle fonction.

Proposition et définition (fonctions a valeurs réelles)
Soit f une application définie sur I a valeurs dans IR, continue par morceaux.

L’application f est intégrable sur I < f* et f~ sont intégrables sur I.

On pose alors/lf:/]ﬁ—/[f.

Dans ces conditions, on a I’égalité : /|f| = /fJr + /f_.
I I I

Proposition et définition (fonctions a valeurs complexes)
Soit f une application définie sur I a valeurs dans @, continue par morceaux.

L’application f est intégrable sur I < Re (f) et Im (f) sont intégrables sur .

Onposealors/f:/Ref—H'/Imf.
g T s

Remarques

— Si I = {a}, toute application définie en a est intégrable sur I = {a} et d’intégrale nulle...

— Si f est continue par morceaux de [a,b] dans IK, elle est intégrable sur [a, b] et son intégrale
coincide avec la valeur obtenue dans le chapitre “intégration et dérivation”.

I1.5 Propriétés de ’'intégrale

Proposition (Linéarité de l'intégrale)
Soient f et g deux applications intégrables de I dans IK.

Soient «v et 3 deux scalaires. On sait déja que af + (g est intégrable sur [.

De plus on a I'égalité : /(Ozf+ﬁg) = a/f +ﬁ/9-
I I J

Proposition (Inégalité de la valeur absolue)

Soit f une application intégrable de I dans IK. Alors on a l'inégalité :

1= [

Proposition (Utilisation d’une suite exhaustive de sous-segments)

Soit f une application intégrable de I dans IK.

Soit (.J,) une suite croissante de segments telle que I = U Jp. Alors / f= lim f
>0 I ntee J,
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INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

Partie II : Fonctions intégrables a valeurs complexes

Exemple
1
On définit f:z— f(x) = : _I;xz sur IR™. L’application f est continue sur IR™.
T
Elle est intégrable sur |0, 1] car lim Vaf(z) =0, et sur [1,+oo] car lirJlra 2?2 f(z) = 0.
x—0 Tr—-+00

On vérifie que pour tout n de IN*, on a / f =0 (changement de variable t = %)
(1/n,n]

La suite des J,, = [£,n] est exhaustive dans IR™*. On en déduit le résultat : f=0.
R*

n’

Proposition (Utilisation d’une partition de I'intervalle)
Soit. f une application de I dans IK, continue par morceaux.
Soit ¢ un élément de I. Notons I, = IN| — oo, c| et Iy = 1N [c, 400

f est intégrable sur I < elle I'est sur I, et sur I;. On a alors : /f = / f+1 fr
I I Iy

g

Propriétés diverses

— Intégrale de la conjuguée d’une application
Soit f : I — (@ une application intégrable. Soit f : I — @ définie par f(z) = f(x).

Alors f est intégrable sur I et on a ’égalité : / f= / f.
I I

— Intégrale sur un sous-intervalle

Soit f une application intégrable de I dans IK, et J un sous-intervalle de 1.
{ 1 sixeJ
0 siz¢gJ

On note x; la fonction caractéristique de J, définie par : x (x) =

Alors f est intégrable sur J et /f = /(Xjf).
J I

— Applications “nulles presque partout”
Soit f une application de I dans IK.
On suppose que f est nulle sur I sauf éventuellement en un nombre fini de points.
Alors f est intégrable sur I et son intégrale sur cet intervalle est nulle.

— Applications “égales presque partout”
Soient f et g deux applications de I dans IK, 'application f étant intégrable.

Si g ne differe de f qu’en un nombre fini de points, alors g est intégrable sur I et | g = / f.
I I

I1.6 Notation définitive de I’intégrale

Notation

Soit f une application intégrable de I =la, b[ dans IK, avec —oco < a < b < o0.

b a
On note / f= f- De méme on pose / f=- f.
a b

Ja,b[ la,b[
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INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

Partie II : Fonctions intégrables a valeurs complexes

Remarques
— Pour tout c ou f est définie, on convient que / f=0.

— On note fréquemment / f(z)dz (z ou toute variable “muette”) plutdt que / f.

Cette notation est bien adaptée aux différentes méthodes de calcul des intégrales (en parti-
culier le calcul par changement de variable.)

Proposition (relation de Chasles)
b c b
Si f est intégrable sur |a,b[ et si a < ¢ < b, alors [ f= / f+1 f

a a &
Plus généralement, si f est intégrable sur un intervalle I, cette relation reste vraie pour
trois points quelconques a, b, ¢ de I (deux d’entre eux pouvant étre les extrémités de I).

Proposition (Calcul d’une intégrale par changement de variable)
Soient I et J deux intervalles ouverts, et ¢ un C!-difféomorphisme de J sur I.
Soit f une application de I dans IK, continue par morceaux.

L’application f est intégrable sur I < 'application ¢’ f o ¢ est intégrable sur I.
Dans ce cas, on a 'égalité : /f = / |&| f o .
I J

w(b) b
Pour tous éléments a et b de J, on peut alors écrire : / fz)dz = / o' () f(p(t))dt.
¢(a) a

1
E}S%%E,)plefe C°°-difféomorphisme de IR™ défini par ¢(t) = s

Le changement de variable x = ¢(t) permet de constater que / 52
0 x

I1.7 Extension de la notion d’intégrale

Soit f une application de [a, b dans IK, continue par morceaux.

Soit F' 'application définie sur [a, b| par : Vo > a, F(z / f(¢)dt.

Il se peut que f ne soit pas intégrable sur [a, b[, mais que F' posseéde une limite finie en b.

Dans ce cas cette limite est encore notée (mais de fagon impropre) / f(t)dte.

Exemple

sin
— On vérifie que I'application f : # — —— n’est pas intégrable sur IR".
x

Tsint

— Pourtant on montre que lim —dt =
T——+00 0 t 2
o0 sin t s , e .
— On notera donc — dt = 5 (mais on parle d’intégrale impropre.)
0
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INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

Partie II1 : Convergences de suites de fonctions intégrables

III Convergences de suites de fonctions intégrables

III.1 Convergence en moyenne ou en moyenne quadratique

Proposition et définition

L’ensemble des fonctions continues et intégrables sur I est un espace vectoriel.

L’application f — N(f) = / | f| est une norme sur cet espace vectoriel.
I

On l'appelle la norme de la convergence en moyenne.

Définition

Soit f une application de I dans IK, continue par morceaux.

On dit que f est de carré intégrable sur I si |f |2 est une fonction intégrable sur I.

On note £2(I,1K) I'ensemble des fonctions de carré intégrable sur I.

Propriétés
— Si f et g sont dans £2(I,1K), alors leur produit fg est dans £(I,1K).
— L’ensemble £%(I,1K) est un sous-espace vectoriel de C,, (I, IK).

Proposition et définition

L’ensemble des fonctions continues et de carré intégrable sur I est un espace vectoriel.

L’application (f,g) — < f,g >= / fg est un produit scalaire sur cet espace vectoriel.
I

1/2
La norme déduite de ce produit scalaire est définie par Ny(f) = < / |f |2> :
I

On I'appelle norme de la convergence en moyenne quadratique.

Proposition
Soient f et g deux applications continues et de carré intégrable sur [.
Alors on a les inégalités : |< f,g >| < Ni(fg) < Nao(f) N2(g) (Cauchy-Schwarz).

Conséquence
Le produit scalaire est une application continue pour N,. Autrement dit :

Si lim f,=fet liril gn = ¢ (au sens de la norme Nj), alors hI}_l < forgn>=<f,9>.

n—-+00o
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INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

Partie II1 : Convergences de suites de fonctions intégrables

I11.2 Théoremes de convergence

Théoréme (Théoréme de convergence monotone)
Soit (fn)n>0 une suite de fonctions intégrables de I dans IR.
On suppose que cette suite est croissante : Vn € IN,Vz € I, f,(z) < for1(x).

On suppose en outre que (fy,)n>o converge simplement sur I vers f continue par morceaux.

Alors I'application f est intégrable sur I < la suite ( / fn) est majorée.
I n>0

Dans ces conditions, on a 1’égalité : /f = sup f, = lim /fn.
1 nelN n—+oo J1

Proposition (Interversion d’une série et d’une intégrale)
Soit (fn)n>0 une suite de fonctions intégrables de I dans IK.

On suppose que Y | f,, est simplement convergente sur I, de somme S continue par morceaux.

On suppose en outre que la série de terme général / | fu| est convergente.
I

Alors S est intégrable sur /. De plus on a : Ni(5) < ZNl(fn) et /S = Z/f"
I =

n=0
Remarque

[ee] [ee]
Ce résultat donne donc / (Z fn> = Z / fn avec des hypotheses de convergence simple.
I =0 n=0"1

+oo
On n’omettra cependant pas de vérifier la convergence de la série E / | ful-
I
n=0

Théoréme (Théoreme de convergence dominée)
Soit (fn)n>0 une suite de fonctions intégrables de I dans IK.

On suppose que cette suite est simplement convergente sur / vers une application f continue
par morceaux.

On suppose qu'il existe ¢ : I — IR™, intégrable et telle que : Vn € IN,Vz € I, |f.(2)| < ().
Alors 'application f est intégrable sur I et / f= lim / fn-
I I

n—-+00

Remarque

Ce résultat donne donc / lim f= lim / fn avec des hypotheses de convergence simple.
I

I n—-+00 n—-+o0o

Mais on n’oubliera pas I'hypothése de domination : ¥n € IN, |f,| < ¢ avec ¢ intégrable.
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INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

Partie IV : Intégrales dépendant d’un parametre

IV Intégrales dépendant d’un parametre

Proposition (Continuité sous le signe intégral)

Soit J un intervalle de IR et a, b deux éléments de IR, avec a < b.

Soit f: (x,t) — f(x,t) une application continue de J X [a, b] dans IK.

On suppose qu’il existe ¢ : [a,b] — IRT continue intégrable sur [a, b], telle que :
Vo € J, Vt € [a,b], |f(x,t)] < ¢(t) (hypothése de domination).

)
b
On peut alors définir une application g de J dans IK par g(x) = / f(x,t)dt.

Cette application est continue sur J.

Remarque

Le résultat précédent est encore valable méme si 'hypothese de domination est seulement
vérifiée sur tout segment de J.

Proposition (Dérivation sous le signe intégral)

Soit J un intervalle de IR et a,b deux éléments de IR, avec a < b.

Soit f: (x,t) — f(x,t) une application continue de J X [a, b] dans IK.

0
On suppose que f admet une dérivée partielle or continue sur J X [a, b].

ox
On suppose qu'il existe ¢ : [a,b] — IR" et ¢ : [a,b] — IR", continues intégrables telles que :
0
o € J, € [l 1£(0] < pl0) et |9 o) < vt

b
On peut alors définir une application g de J dans IK par g(x) = / f(x,t)dt.

b
0
L’application g est de classe C! sur J et : Vz € J, ¢'(x) = / a—f(:v,t) dt (Leibniz).
. Ox

Remarque

Ce résultat reste valable méme si les hypotheses de domination ne sont vérifiées que sur tous
les sous-segments de J.

La propriété précédente peut se généraliser au cas d'une application f de classe C* (I’hy-
pothese de domination doit porter alors sur les dérivées partielles successives de f par rapport
ax.)

Exemple : la fonction “Gamma”

+oo
La fonction “Gamma” d’Euler est définie sur IR** par I'(z) = / t" et dt.
0

Cette application est de classe est C*° sur IR™™.
Pour tout réel x > 0, I'(x + 1) = 2I'(x).
Compte tenu de I'(1) = 1, on en tire : Vn € IN, I'(n + 1) = n!
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