DERIVATION ET INTEGRATION

Partie V : Accroissements finis et formules de Taylor

V  Accroissements finis et formules de Taylor

V.1 Inégalité des accroissements finis

Proposition
Soit f une application continue de [a,b] dans E, de classe C' sur |a, b].
On suppose que pour tout x de |a, b, || f'(x)]| < M.
Alors [[f(b) — fa)l| < M |b— al.

Cas particulier
On suppose que f est de classe C* sur [a, b].
Alors |[f(b) — f(a)ll < M |b— al, avec M = sup ||f'(z)]].
z€[a,b]
Remarques

— L’inégalité des accroissements finis reste valable si f est seulement supposée continue sur
[a,b] et de classe C! par morceaux sur ]a, b[.

— Attention! Le théoreme de Rolle et 'égalité des accroissements finis ne sont valables que
pour des applications a valeurs réelles.

Par exemple, 'application f : t — exp(it) est continue sur [0, 27|, dérivable sur |0, 27| et elle
vérifie £(0) = f(1).

Pourtant sa dérivée f': ¢+ iexp(it) ne s’annule jamais sur |0, 27[.

Proposition (Caractérisation des applications lipschitziennes)
Soit f une application continue de I dans F, dérivable sur I'intérieur de I.
f est k-lipschitzienne sur I < pour tout x de I, || f'(z)| < k.

Proposition (Prolongement d’une application dérivable)
Soit f une application continue de [a,b] dans E, de classe C' sur |a, b].
On suppose que [’ possede dans F une limite ¢ en a & droite.
Alors f est de classe C! sur [a, ], avec f'(a) = {.

Remarque
On obtient un résultat analogue au point b de [a, b].

Plus généralement, si f est continue sur [a, b], de classe C" sur ]a,b], et si pour tout k < n
I'application f*) admet une limite finie en a, alors f est de classe C" sur [a, b].
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V.2 Formules de Taylor

Proposition (Formule de Taylor avec reste intégral)
Soit f: I — FE une application de classe C".
On suppose que f est de classe C"*! par morceaux sur /.
Soit a un point de I. Alors pour tout z de I, f(z) = T,,(z) + R, (z) avec :
~ (z—a)* Tl
T(x) =) e f®(a), et Ry(x) = — FOD (e
k=0 a

R, est appelé le reste d’ordre n de la formule de Taylor de f au point a.

Proposition (Inégalité de Taylor-Lagrange)
Soit f: I — E une application de classe C"*!.

Soient a et b deux points de 1.

'f(b) - fa) =Y %ﬂk)(a)” <m

k=1

n+1
Alors : [b—d] , ot M = sup || .

(n+1)! (a,b]

Remarques

— Sin =0, on retrouve l'inégalité des accroissements finis.

— En posant h = b — a, I'inégalité de Taylor-Lagrange au rang n s’écrit :
n hE | h|n+1

— — ) LA B _ n
fla+h) = f(a) ;k!f (@) <M g gy o M = sup 7]

V.3 Application aux développements limités

Définition
Soit. f une application de I dans E. Soient xg un point de I et n un entier naturel.

On dit que f possede un développement limité (un DL) d’ordre n en xq s'il existe n + 1
vecteurs ag, a,...,a, de E, et une application € de I dans E tels que, pour tout = de I :

flz) =ao+ (r —x¢)ay + - - - + (x — x0)"a, + (x — z9)"c(x), avec lim e(x) = 0.

Remarques et propriétés
— On note souvent o(z — )" plutot que (z — zo)"e(x).
— Si f possede un DL d’ordre n en xg, les coefficients ag, ay, ..., a, sont uniques.
— Si faun DL d’ordre n en zg, elle a un DL en x( a tout ordre p < n, par troncature.
— f admet un DL d’ordre 0 en xg < f est continue en x.
Ce DL s’écrit f(x) = f(xo) + o(1).
— fadmet un DL d’ordre 1 en zy < f est dérivable en x.
Ce DL s’écrit f(x) = f(xo) + (x — z0) f'(x0) + o(x — x0).
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— f possede un DL d’ordre n en xy < application g définie par g(x) = f(z + ) possede un
DL d’ordre n en 0, et avec les mémes coefficients.

Cette propriété permet de ramener tous les DL a l'origine.

Proposition (DL obtenu par primitivation d’une application continue)

Soit g une application continue de I dans F, admettant un DL d’ordre n en x :
g(z) = ag + (x — zo)as + (x — zo)%as + - - + (x — wo)"a, + o(x — o)™

Alors toute primitive f de g admet un DL d’ordre n+ 1 en xy :

f(z) = f(zo) + (v — z0)ag + l@ —xp)’ar + - + (z — o)™ + oz — 20)" .

2 n+1
Remarques
— On remarque que le DL de f est obtenu par intégration terme a terme de celui de g.

— La propriété précédente est vraie notamment si f est de classe C' : L’existence d'un DL
d’ordre n pour f’ prouve 'existence d’'un DL d’ordre n + 1 pour sa primitive f.

— Dans un DL obtenu par primitivation, on n’oubliera pas la constante d’intégration !

Proposition (Formule de Taylor-Young)
Soit f une application de classe C" de I dans E.

Soit zg un point de I. Alors f possede un DL d’ordre n en xq, sous la forme :
1
f(@) = flwo) + (2 = @o) f'(wo) + -+ —(z — w0)" f") (20) + o(w — mo)".
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