MATRICES ET DETERMINANTS DE GRAM

Enoncé

Matrices et déterminants de Gram

E est un espace euclidien de dimension n > 1. On note (u,v) — < u,v > le produit scalaire,
et u — [|ul| la norme associée. Soit (u) = uy, ..., u,, une famille de m vecteurs de E.

On appelle matrice de Gram de (u) la matrice G = G(uq,us,...,u,), carrée et symétrique
d’ordre m, dont le terme général est g;; = < u;, u; >. On note A(uy, ug, . .., Uy,) le déterminant
de cette matrice GG. On l'appelle le déterminant de Gram des vecteurs uy, Us, ..., Up,.

1. Montrer que si (u) est liée, alors A(uy, ug, ..., upy) = 0. [S]
2. Soit F' un sous-espace vectoriel de E contenant la famille (u). Soient (¢) une base ortho-
normée de F' et M la matrice de la famille (u) dans cette base.
(a) Montrer que la matrice G peut s’écrire G = TMM. [S]

(b) Montrer que G, M ont méme “noyau”, puis que G' a méme rang que la famille (u). [S]

3. (a) Montrer que les valeurs propres de G sont positives ou nulles
(indication : pour toute matrice-colonne X, considérer le produit "X GX.) [S]

m

(b) Montrer que chaque valeur propre de G est majorée par Z ;1% [S]
j=1

4. On suppose que la famille (u) est libre. Soit F' le sous-espace de E engendré par uy, . . ., Up,.

(a) Montrer que A(uy, ug, ..., up) > 0. [S]

Aug, ug, ..., Uy, T
(b) Montrer que la distance d de x au sous-espace F' vérifie d? = g, - ) [S]
A(ur, ugy oy Upy)
(c) Soient x un vecteur de E, et p(x) sa projection orthogonale sur F.
/\1 < Ui, T >
ik A < Uy, T >
Montrer que p(z) = Z \j uj, avec *l=c : [S]
= : :
Am < U, T >

5. On suppose que (u) est une base de E. Pour tout x de F, les produits scalaires < u;, z >
sont appelées les coordonnées covariantes de x dans la base (u). Les composantes de x
(au sens habituel) de x dans (u) sont appelées ses coordonnées contravariantes.

Montrer comment z est déterminé de maniere unique par ses coordonnées covariantes, en
fonction desquelles on exprimera les composantes de x dans la base (u). [S]

6. Dans cette question, H est une matrice carrée symétrique d’ordre n, dont les valeurs
propres sont toutes supposées positives ou nulles. Montrer qu’il existe au moins une
famille vy, vs,...,v, de vecteurs de IR" dont H est la matrice de Gram. (indication :
diagonaliser H dans une base orthonormée de IR".) [S]

Page 1 Jean-Michel Ferrard www.klubprepa.net ©EduKlub S.A.

Tous droits de 'auteur des ceuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des ceuvres autre que la consultation
individuelle et privée sont interdites.

Fichier généré pour Visiteur (), le 31/05/2021


file:www.klubprepa.net 

MATRICES ET DETERMINANTS DE GRAM

Corrigé

Corrigé du probleme

1. Par hypothese il existe m scalaires Aq, ..., A, non tous nuls tels que Z Aju; = 0.

m Jj=1
Pour tout ¢ de {1,...,m}, on a alors Z)\j < ui,uj; >=0.
J=1 m
Autrement dit les vecteurs-colonnes (1, ..., C, de G vérifient Z MO = 0.
Ainsi G n’est pas inversible. Donc A(uy, us, . .., up) = 0. [Q]7
2. (a) On suppose que F est de dimension r, avec 1 < r < n. La matrice M est donc de
type r x m, et "M M est de type m x m (donc de méme “format” que G).
Notons m;; le terme d’indice (4, 5) de M et n;; celui de TM (donc n;; = my;).

,
Pour tout j de {1,...,m}, on a donc u; = Zmij £;.
i=1

Alors, pour tous indices 4,5 de {1,...,m}, on peut utiliser I’expression du produit
scalaire dans une base orthonormée et écrire :

m m
< Uj, Uj > = E M My = E Tk M
k=1

k=1

On reconnait finalement le terme d’indice (7,5) du produit "M M.
Conclusion : on a I'égalité matricielle G = TM M. [Q]

(b) Soit X une matrice colonne de hauteur m.
Il faut montrer MX =0« TMMX = 0.
L’implication MX = 0= TMMX = 0 est évidente.
Réciproquement, "MMX =0= TXTMMX =0= T(MX)MX = 0.
Mais T(MX)MX représente le carré de la norme de M X (dans IR™ muni de son
produit scalaire canonique). L’égalité T(MX)M X = 0 implique donc M X = 0.
Ainsi les matrices M et G ont le méme noyau.

Puisque elles ont toutes deux m colonnes (elles représentent des morphismes définis
sur IR™) on peut écrire, en vertu du théoreme du rang :

rg M =m —dimker M = m — dimker G =rgG

Les matrices M, G ont donc méme rang, et le rang de M est celui de la famille (u).
Q]

3. (a) Soit X un vecteur propre propre de GG pour la valeur propre A (qui est nécessairement
réelle car G est une matrice symétrique a coefficients réels).

OnalX =GXetdonc M| X|? = ATXX = TXTMMX = T(MX)MX = |MX]|?.
Puisque || X || > 0, ce résultat prouve que A est positif ou nul. [Q ]
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(b)

MATRICES ET DETERMINANTS DE GRAM

Corrigé

La quantité Z |u;||? représente la trace de la matrice G.

j=1
Or le polynome caractéristique de G est scindé (G est diagonalisable) et la somme
des valeurs propres A1, Ao, ..., A\, de G (chacune comptée autant de fois que sa
multiplicité) est égale a tr G.
Du fait que les Ay sont positives ou nulles, on tire alors A\, < trG. [Q]

Les vecteurs uq, ..., u,, forment une base de F', qui est donc de dimension m.

Dans ces conditions la matrice M (avec les notations de (2)) est carrée d’ordre m et
inversible car elle est la matrice de passage entre les bases (¢) et (u) de F.
Légalité G = TM M donne alors det G = (det M)?, et donc A(uy,us, ..., Uy,) > 0.
[Q]

Soit p(x) la projection orthogonale de x sur F.
On al'égalité z = (x—p(x))+p(x), avec x—p(z) € F+, p(x) € F,et d = ||z — p(z)].
Pour chaque w;, on a < u;,z >=<u;,x—p(z) > + < u,plx) >=<u;,pz) >.

Les matrices de Gram Gy = G(uy, ..., Un, z) et Gy = G(uq,. .., Uy, p(z)) sont donc
identiques, sauf pour leur coefficient d’indice (m + 1,m + 1), qui vaut ||z||* dans G
et ||p(z)]|* dans Gs.

Dans le déterminant A(uq, ..., umy,x), on remplace les produits scalaires < wu;,z >
par < u;,p(x) >, et la quantité ||z||* par ||p(x)||* + d*.

On utilise ensuite la linéarité du déterminant par rapport a sa derniere colonne.

< U, U1 > < Uy, Uy > < U, xr >
AUy, ..oy Up, ) =

< Uy, Up > < Uy Uy, > < Uy, T >

<@, up > < Ty Uy > |z||?

< up,up > <UL Uy > < ug,p(z) >

< U, U1 > < Uy Uy, > < Uy, p(T) >

< p(x),ur > <p(),um > p(2)|® + d?
< up,up > <UL Uy > < up,p(z) >
< Uy, Up > < Uy Uy, > < Uy, p(T) >
< plx),uy > <p(@),um > |p(@)?
<up,up > < Upy Upy > 0

< Uy, U > < Uy Uy, > 0
<p(x),u1 > <p(x)7um > d?
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Dans la derniére somme, on reconnait tout d’abord le déterminant de Gram des
vecteurs uy, . . ., Uy, p(x). Ce déterminant est nul car ces vecteurs sont liés.

Enfin le tout dernier déterminant peut étre développé par rapport a sa derniere
colonne, et ce développement s’écrit d?A(u1, . .., Up).
AUy, U, ..y Uy, T)

[Q]

Conclusion : on a bien I'égalité d? =
Aug, g, ...\ Up)

(c) On écrit que  — p(x) est orthogonal aux u;, ou encore :

Vie{l,...,m}, <uy,p(z)>=<u,z >

m

Puisque p(z) = Z Aj u;, ces égalités deviennent :
Jj=1 m

Vi € {1,...,m},z < U, Uj > )‘j =< Uy, T >
j=1

i em Squation ux inconnu ; raduit matriciellement en :
Mais ce systeme d’équations (a co es \;j) se traduit matriciellement e

A <up,x > A <up,x >

Ao < U2, T > Ao < U, T >
G| 7| = . s |7 =6 .

Am < Uy, T > Am < U, T >

car G est inversible. [Q]

5. C’est une conséquence immédiate de la question précédente.
En effet, on a maintenant F' = E et p(x) = x pour tout vecteur z.

La matrice de Gram de uyq, ..., u, est carrée d’ordre n et inversible.
n

Si on pose x = Z A; u;, les composantes A; de x dans la base (u) s’obtiennent en fonction

j=1
A1 <u;,xr >
. . L. Ao 1 < U2, T >

des produits scalaires < u;, x > en écrivant : =6 ; [Q]
An < Up, T >

6. La matrice H, symétrique réelle, est diagonalisable dans le groupe orthogonal.
Il existe donc une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D telles que :

H=PDP'=pPD'P

Mais les coefficients diagonaux Ay de D sont les valeurs propres de H, dont on sait qu’elle
sont toutes positives ou nulles.

Si on note A la matrice diagonale de coefficients diagonaux p, = v/Ay, alors on a légalité
matricielle D = A? = ATA.

On peut donc écrire H = PATATP = PAT(PA) = TNN, avec N = T(PA).

Avec ces notations, H est la matrice de Gram des vecteurs colonnes vy, ..., v, de N. [Q]
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