FAMILLES D’INTEGRALES A PARAMETRES

Enoncé

Familles d’intégrales a parametres

L’objet de ce probleme est d’étudier les fonctions u et v, de la variable réelle x, définies par :

u(z) = /0 i cos(tx)dt et v(x) = /0 i sin(tx) dt

Pour tout (o, \) de R x R**, et pour tout ¢ de R™ on pose f,(t) = e .

1. Pour quels couples (a, A) de R x R™ I'application f, \ est-elle intégrable sur R™ ? [S]
2. En déduire que les applications u et v sont définies sur R. Préciser leur parité. [S]
3. Montrer que les applications u et v sont lipschitziennes sur R. [S]
4. Dans cette question, on va montrer que u et v sont dérivables sur R.
(a) Montrer que I'application x +— [I(x) = —/Jﬂxe);_t tsin(tx) dt est définie sur R. [S]
0

h2 +o0
(b) Pour tout (z, h) de R?, montrer que |u(x + h) — u(z) — hl(z)| < 7/ e 432 dt. [S]
0
(¢) En déduire que u est dérivable sur R et que u'(x) = I(z). [S]

(d) Faire rapidement la méme étude, mais pour la fonction v. [S]

5. Dans cette question, on veut montrer qu’en fait u et v sont de classe C* sur R.

Pour tout réel z, on pose z(x) = u(zx) + w(x).

—2(z)

Pour tout x de R, montrer qu’on a 'égalité 2'(x) = puis conclure. [S]

2(x +1)
400 ) 1
6. En admettant que / e~ dt = /7, montrer que u(0) = /7. [S]
0

7. Dans cette question, on trouve une expression de u(zx) et de v(x).

—1
(a) Déterminer la primitive ¢ qui s’annule en 0 de 'application x +— ﬁ [S]

T+

(b) Montrer que, pour tout x de R, z(z) = /Texp(¢(z)). [S]
(c) Dans cette question, x est un réel positif ou nul.
Exprimer cos(% arctan(x)) et sin(% arctan(x)) a 'aide de radicaux superposés.

En déduire une expression de u(x) et de v(z). [S]
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1. Notons que pour tout (a, A) de R x R™ I'application f, \ est continue sur R**.
1
D’autre part f,\ § t* = a
Ainsi f, \ est intégrable sur |0, 1] si et seulement si —a < 1 (c’est-a-dire v > —1).
Ensuite lim #*f, (1) = lim t**?e™* =0 (car A > 0).
t—+o0 t—+o00
On en déduit que f, \ est toujours intégrable sur [1, 4+o00].
Conclusion : f, ) est intégrable sur R** si et seulement si a > —1. [Q]
et et
2. Pour tout x de R, les app™ ¢ — 7 cos(tx) et t — i sin(tz) sont continues sur R**.

ot ot ot
— cos(tx)‘ et ‘W sin(taz)‘ sont majorées par — = f_

7 N 1(1)-

Or, d’apres ce qui précede, on sait que 'application f_%J est intégrable sur R,

Pour tout x de R,

1
29

et et
Pour tout x de R, t — —= cos(tx) et t — —= sin(tz) sont donc intégrables sur R,

Vi Vi

Autrement dit : les applications u et v sont définies sur R.

Enfin, il est clair que u est paire et que v est impaire. [Q ]

3. Pour tout a,b de R, on a |cosb — cosa| < |b — a| (inégalité des accroissements finis).

On en déduit, pour tout x,y de R :
+00 et

+oo
lu(y) — u(x)| < /0 7 |cos(ty) — cos(tx)| dt < |y — = i Vie tdt.

(ce calcul est justifié car 'application f%J :t+— /te ™t est intégrable sur R*).
+oo
On en déduit que I'application u est K-lipschitzienne sur R, avec K = Ve tdt.
0

On a le méme résultat avec l'application v (grace a [sinb — sina| < [b — al). [Q]

4. (a) Pour tout x de R, I'application t — —e '/t sin(tx) est continue sur R*.
Sur ce méme intervalle elle est dominée par 'application intégrable f IR t — e /1.

—t

L’application ¢t — —e~'y/tsin(tz) est donc intégrable sur R* pour tout z de R.

Il en résulte que I'application x — I(x) est définie sur R. [Q ]
(b) Pour tout (z,h) de R? :
u(x+h)—u(x)—hl(z) = /

0

+o00 e—t e—t
<W cos(t(x + h)) — 7 cos(tx)+he '\t Sil’l(tl‘)) dt.
+00 et
cos(tx +th) — cos(tz) + th sin(taz)‘ dt.

Ainsi |u(z + h) —u(z) — hl(x)| < /0 7
(b—a)
2

Or, V (a,b) € R?, |cosb —cosa+ (b—a)sina| <

(Taylor-Lagrange).
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272
cos(tx + th) — cos(tz) + thsin(tz)| < - et finalement :

Ainsi

2 +oo
Pour tout (z,h) de R?, |u(x + h) — u(z) — hi(z)] < %/ e 132 dt.
0

(le calcul final est justifié par le fait que 'application f3/5 1 est intégrable sur R™). [Q ]

(c) Le résultat précédent montre que u(x + h) — u(z) — hi(x) = o(h) quand h — 0.

Cela signifie que 'application u est dérivable en z et que u'(x) = I(x).
d o0 e—t +o0
Ainsi, pour tout zde R : v/(z) = —< — cos(tx dt) = —/ e '\/tsin(tx) dt.
b @ =5 ([ Seotia) 0 (t2)dt.[Q]

(d) On procede de la méme maniere que dans la question précédente.

+oo
Tout d’abord, on vérifie que x +— J(z) = / e '/t cos(tz) dt est définie sur R.
0

h2 +oo
Ensuite on prouve l'inégalité |v(z + h) — v(z) — hJ(z)| < ?/ e 32 dt.
0

(b—a)’
-

Pour cela, on utilise Taylor-Lagrange : |sinb — sina — (b — a) cosa| <

d +o00 e—t +o00
[ en résulte : Vo € R, V'(z) = @</0 7 sin(tx) dt> = /0 e tVtcos(tx)dt. [Q]
+o0o —t

5. D’apres (4), x — z(z) = / eﬁ ¢ dt est dérivable sur R et 2/(z) = I(z) + iJ(x).
0

Autrement dit, pour tout = de R :
+00 400 too
Z(x) = —/ e ty/tsin(tx) dt + z/ e "/t cos(tx) dt = z/ o=/t dt.
0 0 0
On procede alors a une intégration par parties sur un segment [a, b], avec 0 < a < b :
) t=b 1 bet(ix—l)
[et(zm—l)ﬁ} _ dt.

b
. 1
ifete=D/tdt = ——
/a Vi : = 2@ t+9)), Vi

x4
Mais ‘et(ix*1)| = e~ donc blim e?@=Dy/h = 0. De méme liII(l) =1 /o = 0.
——+00 a—

+00 +o0 et(izfl)

. 1
Ainsi, par double passage & la limite : @/ etz /tdt = — . dt.
g P 0 20+))s Vi
—2(z)
20 +1)

Par récurrence sur k, montron que I'application z est de classe C* sur R.

Cette égalité s’écrit, pour tout = de R : 2/(z) =

Cela est vrai si k = 0 (car z est dérivable donc continue sur R).

—2(z)

montre que 2z’ est de classe C*
2(z +1) a

Si cela est vrai au rang k, alors I'égalité 2/(z) =
sur R donc que z est de classe C**! sur R.

Ainsi, 'application z (donc les applications © = Rez et v = Im 2) sont C* sur R. [Q ]
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6. On va utiliser le changement de variable w = v/t sur [a,b], avec 0 < a < b.

dt beit \/B 2
On a w = v/t donc dw = donc dt = 2/ e Y dw.

2

Va
Et d{ a—0 btient u(0) el 2/+(>o v’ dw = /7. [Q]
uan on obtient u(0) = —dt = e dw = /7.
! b — 400 o Vi 0
—1 1—x x 1
7. P tout x de R = = — .
(a) Pourtout wde R, on a5y = 50 1y = 2@+ 1) T 2@ 1)
To—dt 1 1
On en déduit ¢(x) = /0 20+ 1) = —Zln(:ﬂ2 +1)+ §iarctan:v. [Q]

Pour tout x de R, posons Z(z) = z(x) exp(—p(x)).
L’application Z est dérivable sur R et :
z(x)

2) = ((0) - ¢'(@)s{) expl (o)) = (o) + 572 expl—p(o)) =0
Ainsi I'application Z est constante sur R. Or Z(0) = z(0) exp(—¢(0)).

On sait que u(0) = /7 et v(0) = 0 donc 2z(0) = /7, et ¢(0) = 0.

On en déduit : Vo € R, Z(z) = Z(0) = /7.

Autrement dit, pour tout x de R : z(x) = y/mexp p(x). [Q]

).

1
Soit x dans R, et posons 6 = 2 arctanz (donc 0 < 0 <
1

V1+ a2

1 2(9 1 2 1
On en déduit cosf = \/ + cos( R
V14 22

V1i+x2+1 B V1i+axZ2 -1
21 + 22 21+ a2

1
(1—#% exp (5 1arctan x) .

e~

On sait que 2cos?6 — 1 = cos 20 =

Enfin sin@ = /1 — cos20 = \/1 —

On sait que z(z) = /T = exp p(x) =

On en déduit, pour tout z > 0 :

NG

u(z) = Re z(z) = REwEE VT Lt

(T+22)/4\ 21+ 22

1
cos(§ arctan .7:) =

m(vV1+ 22 +1)
2(1+22)

V1 21
%sin(— arctana:) = \/i i Tt .
(1 + 22)1/ 2 (1+ 22)V/ 2v/1 + 22

Cela se simplifie en : u(z) = \/

De méme v(z) = Im 2(z) =

T(vV1+a2—-1)
Finalement, pour tout x > 0 : v(x) = .
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