NOMBRES DE FIBONACCI

Enoncé

Nombres de Fibonacci

On définit la suite u par : up =0, uy =1, et Vn > 0, Upyo = Upy1 + Uy

Les u,, sont appelés nombres de Fibonacci.

Premiere partie

1.

Vérifier que V n € IN*, u,, > 0.

2. Montrer que la suite u est croissante, et méme strictement croissante a partir de n = 2.

© X N

10.

11.

12.

. Prouver que : V n > 6, u, > n. On en déduit évidemment lim u,, = +o0.
—+00

. Etablir que : Vn € IN, Zuk = Upso — L.

k=0

n
Montrer que : Vn € IN, E ui = UpUpi1-
k=0

Prouver que : Vn > 2, uyt, o —u?_; = (—1)""! (relation de Simson)
Montrer que : ¥ n € IN, pged(uy,, tn41) = 1 (on demande deux démonstrations)
Montrer que : V n > 2, un\/§ < Upp1 < 22Uy,

Prouver que les longueurs des cotés d'un vrai triangle rectangle ne peuvent étre des
nombres de Fibonacci.

On veut montrer que tout entier naturel peut s’écrire comme une somme de nombres de
Fibonacci d’indices distincts (théoréeme de Hoggatt).
(a) Montrer, par récurrence sur n, que la propriété est vraie pour les entiers strictement
inférieurs a wu,,.
(b) Conclure a l'existence de cette décomposition pour tout entier, puis a son unicité.
(c) Décomposer par exemple Ientier 1000000.
Prouver que : V n € IN*, u,, = Z Cﬁ,l,k~
0<k<(n—1)/2
Comment les u,, se déduisent-ils du triangle de Pascal ?
On pose : vg=a, vy =b, et Vn >0, v,00 = Upy1 + Up.

Montrer que : Vn > 0, v, = at,,—1 + bu,.
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NOMBRES DE FIBONACCI

Enoncé
Deuxieme partie
1. Vérifier que : Vp > 2,V g > 0, uptgr1 + Up_1Ug = Up_1Ugs2 + Up_2Ugt1.
2. En déduire : Vp € IN*, V ¢ € IN, upiq = Upligy1 + Up_1Uyq.
3. Montrer que : Vp e IN*, Vg e IN, p > ¢ = up = tp_gug1 + Up_q1Uyq.
4. Montrer successivement :
(a) Vn>1, ug, = uyy —u2
(b) Vn Z 07 Uon+1 = U’721+1 + U?l
(¢) Vn>1, ug =udq +ud —u_,.
(d) Vn >0, ugper = uby g + 3uppiuZ —ul.
(e) V>0, ugpio =203 | + Buppiul — up_;.
5. Montrer que ¥ m,n € IN*, (n|m) = (un|tm)-
m
Indication : procéder par récurrence sur la valeur du quotient —.
n
6. Etablir que ¥ a,m,n € IN*, avec m < n, (a|u, et aluy,) = (a|tn—m).
7. En déduire que : ¥V m,n € IN*, pged(ty, Um) = Upged(n,m)-
Indication : on s’inspirera de 1'algorithme d’Euclide.
Troisieme partie
Soit a 'une des racines de X? — X — 1.
1. Montrer que Vn > 1, a™ = u, + Up_1.
145 1—+5
2. Posons a = V5 et 0= \/_
2 2
1
Etablir que : Vn € IN, u,, = —=(a" — ") (formule de Binet).
V5
1
3. En déduire que u,, est 'entier le plus proche de % a”.
4. Montrer que : Vn € IN, u,1 = au, + "
5. En déduire que : V' n > 2, u,1 = E(au,, — ), puis u,41 + 1 = E(a(u, + 1)).
. 1/3++VH\»
6. Montrer que u? est entier le plus proche de v, = g< 2\/_> .
Indication : on distinguera les cas n pair et n impair.
. . Uk
7. Mont 1 — = 2.
ontrer que igjlz_: o
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