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La prestation orale se déroule en deux temps. D'abord vous présenterez un sujet que vous avez
préparé. Cela permettra au jury de se faire une premiére impression sur vos connaissances des
théorémes et des propriétés du cours, sur vos méthodes, sur votre acquis en calcul.
Dans les cing a dix derniéres minutes, le jury vous posera une question sur autre point du
programme, question baptisé depuis quelques années, question courte. S'il est vrai que la
formulation de la question est courte, il est surtout vrai que la réponse du candidat le sera, car le
temps imparti ne lui laissera nullement le temps de développer ses propos.
Nous allons donner dans ce qui suit quelques questions courtes telles qu'elles nous ont été
rapportées et, tout en complétant, nous avons essayé d'étre fidéle aux idées des étudiants qui ont la
gentillesse de nous les fournir avec ou sans questions supplémentaires. 1l faut savoir que lorsqu'un
sujet comporte plusieurs questions, elles ne sont pas toutes données a la fois comme dans l'exercice
préparé mais successivement, et une question dépend souvent de la réponse du candidat.
La liste des questions posées ici est trés limitée mais vous en trouverez bien d'autres dans le livre :
"Mathématiques, le tour du programme en 365 questions" de Bénédicte Bourgeois et Emmanuel
Girard aux éditions Ellipses. Nous ferons parfois référence a cet ouvrage en l'indiquant sous les
initiales de ses auteurs BB & EG .

Probabilites
m

1 - On considére n un entier naturel non nul et p un réel, élément de 10, 1.
Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi binomiale B (n,p) .
Calculer P(X=Y).

Cette question n'est pas difficile et le jury sera sans pitié a l'égard du candidat qui montrera
quelques insuffisances.

11 doit définir les termes de l'énoncé, dans son contexte et non de fagon général et théorique, sauf si
le jury lui demande.

Les notions abordées sont : lois binomiales, incompatibilité, indépendance ; mais comme nous allons
le voir, on peut déborder de ce cadre.

Nous allons présenter ci-dessous, ce que le candidat doit nécessairement faire et prolonger sa
réponse par quelques questions. Bien siir, la liste des prolongement n'est qu'indicative et n'est pas
exhaustive.

¢ Les variables aléatoires X et Y suivent des lois binomiales de paramétres n et p donc :
x(Q)=v(Q)=[0,n]
On définit :
(X=Y) = ( U w=«n Y=k))
0<k<n
Les événements (X=k N Y=k) et (X=;j N Y=j) sont incompatibles lorsque k # j ; donc :
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P(X=Y)= D P(X=kN Y=k)
k=0

Les variables X et Y sont indépendantes ; donc :

P(X=Y) = > P(X=k)-P(Y=F)
k=0

De plus,
vkelonl, PX=k=P(y=k=(}]s"1—p" "
Donc :
! 2
Pa=1) =2 (7] P =p? 7 )
k=0

& Sivous avez fait un sans faute jusqu'ici, ce qui est souhaitable, peut-étre le jury sera-t-il tenté de
vous poser la question suivante, dont la formulation laisse un peu a désirer.

- "Alors, selon vous, quelle est la probabilité que les deux variables X et Y soient égales ? "
Bien siir, c'est un piége ; le jury a demandé "la probabilité que les deux variables X et Y soient
égales " et non "la probabilité de I'événement (X=Y) ", vous saisissez la différence ?

Le candidat attentif aura noté que si X et Y sont deux variables aléatoires définies sur un espace
probabilisé (2 A P), l'événement E : " les deux variables aléatoires X et Y sont égales " n'est
pas un élément de A ; l'écriture P(E) est donc abusive et il est bien vu de signaler aux
examinateurs que nous ne sommes plus dans le méme espace probabilisé;

La probabilité de I'événement (X=7Y) a été calculé ci-dessus. Si on désigne par p, la probabilite de
I'événement (X=k) , on voit que :

n n
Vike[0,n], 0<p,<1 alors 0<pk2<pk et 0<Zpk2<2pk:1
k=0 k=0

Ainsi, P(X=Y) €]0, 1[ ; ce qui signifie que l'affirmation " les deux variables X et Y sont presque
stirement égales " est fausse ; par suite, "la probabilité" que les deux variables X et Y soient égales
est nulle.

¢ On s'en doutait un peu . Au fait, deux variables indépendantes peuvent-elles étre égales ?

Pour répondre a cette question, on peut procéder de la fagon suivante :
- Soit X et Y deux variables certaines telles que X(Q) =Y(Q) = {a} . Les deux variables
peuvent-elles étre indépendantes ? On a :
l=P(X=aNY=0)=P(X=a)-P(Y=a)
Donc deux variables certaines de méme loi, sont indépendantes. Par ailleurs,
VoeQ, X(o)=Y(o)=a
Donc les variables X et Y sont égales.
- Soit X et Y deux variables discrétes indépendantes telles que {a, B} € X(Q) =Y (Q) et o+ B
;ona:
P(X=aNY=B)=P(X=a)-P(Y=B) #0
donc P(X=Y) # 1 et par suite, les deux variables X et Y ne peuvent pas étre égales.
- Enfin, si X et Y sont des variables a densité ; supposons que o < et [o, B] € X(Q) =Y(Q)
etsoit ye]o,BJ.
Plo<X<yNy<Y<PB)=P(a<X<y)-P(y<Y<P)#0

donc, P(X=Y) # 1 et par suite, les deux variables X et Y ne peuvent pas étre égales.

® A ce niveau, le candidat a montré qu'il maitrisait bien la partie du cours concernée. Il peut
maintenant étre amener a prouver sa maitrise du calcul.

On ne lui demandera pas une réduction de l'expression qu'il a trouvé dans le cas général, méme si la
question est :

- "Comment vous réduisez l'expression (1) 2"

11 peut alors proposer de la réduire dans le cas particulier ou p=1 —p , soit

1 1\2" i 2
i p=— alors P(X=Y)=[—] -
Sip 2 alors P( ) (2 j k:()(k)
En utilisant la formule de Vandermonde,
” 2
n\"_(2n . _y_(2n) (L
Z(k) _(n) on obtient P(X—Y)—( ] [2)

=0 n

2n

Le candidat peut s'attendre a ce qu'on lui demande au moins une méthode pour démontrer cette
formule. Ne gachez pas votre excellente prestation par : " Je fais une récurrence”

Le candidat doit savoir démontrer cette formule de deux fagons différentes :

- Utilisation d'une loi hypergéométrique

- Développement par la formule du binéme de (1 + x)zrl , par exemple.

2- Soit A, B et C trois événements tels que :
P(A)=P(B)=P(C)=p €10,1[ et
a - Prouver que
2
< =
P
Peut-on avoir l'égalité ?
b - On suppose, de plus, que ces événements sont indépendants deux a deux. Montrer que
1
< —_
ey
Peut-on avoir l'égalité ?

PANBNC)=0

Les deux questions ne sont sans doute pas posées au méme candidat car, il est peu probable qu'il
parvienne a fournir au jury toutes les idées permettant de traiter la premiére question ... surtout si
celui-ci si prend un peu gauchement.

Dans ce cas, le jury posera les habituelles questions :

- Qu'est-ce qu'une probabilité ?

- Qu'est-ce qu'un espace espace probabilisable ? Qu'est-ce qu'un espace probabilisé ?

- Qu'est-ce qu'une algébre, qu'est-ce qu'une tribu ?

- Rappelez-nous les lois de de Morgan

Alors rappelons ce conseil qu'on vous a déja donné : connaissez bien votre cours.

La tentation de proposer ici, l'utilisation de la formule du crible peut étre forte; cédez-y . Nous allons
montrer qu'on peut résoudre ce probléme par une simple manipulation des formules. Une autre
méthode, reposant aussi sur la formule du crible, est proposé dans le livre de BB & EG .
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a - On peut écrire :
P(AUBUC)=P(4) +P(B) +P(C) —P(ANB)—PANC)—PBNC) +P(ANBNC)

soit
P(AUBUC)=3p—PANB)—PANC)—PBNC) <1
Ona:
3pL1+PANB)+PANC) +P(BNC)
Les événements 4 N B et 4 N C sont incompatibles, donc :
3pL1+PANBUC))+PBNC)
Or:
ANBUC)CA4
donc :
3p<1+P4)+PBNC)
et P(AN(BNC))=0 alors P(4) +P(BNC)=P(4U (BN C)) ;enremarquant que
PAU(BNC)) L1:
3p<1+PA)+PBNC)=1+P(AU (BNC)) <2
On en déduit que :

PANB)+PANC) +P(BNC) <1 etque pﬁ%

¢ Peut-on avoir I'égalité ? Ben... heu ... pourquoi pas ? Pour qu'on ait 1'égalité, il faut que :
PANB)+PANC) +P(BNC)=1 etque PAUBUC)=1
donc que : _
P(AUBNC))=1 soit BNC=4
La symétrie existante entre les événements 4, B, C nous implique aussi :
ANB=C e ANC=B
Par exemple, on considére une urne contenant trois boules : une bleue, une verte et une jaune. Une
épreuve consiste a extraire une boule de 1'urne et de noter sa couleur.
Désignons par 4, B et C les événements :
A : la boule obtenue n'est pas bleue
B : laboule obtenue n'est pas verte
C: la boule obtenue n'est pas jaune
De toute évidence :
P(A)=P(B)=P(C) =5 e
car les trois boules ont la méme chance d'étre tirée (ou de ne pas étre tirée) et que lors d'un tirage, on
est stir d'avoir au moins 'une des trois couleurs.

PANBNC)=0

b - Par indépendance des événements 4,B,C ona: P(A NB)=P(ANC)=PBNC) :p2
PAUBUC)=3p—P(ANB)—PANC)—P(BNC)=3p—3p°
+ Ona:
ACAUBUC donc p <3p—3p>
et par suite :
3p2—2p <0 soit p(3p—2) <0
On retrouve le résultat de la premiére partie :
<2
P=3
Bien sir, il n'y a rien de nouveau avec les relations :
BCAUBUC et CCAUBUC
+ Remarquons alors qu'on a aussi :
AUBCAUBUC
et

P(AUB)=P(4) + P(B) —P(ANB)=P(4) + P(B) —P(4) P(B) =2p _P2

donc :
2p—p><3p—3p> soit 2p’—p<0
On en déduit que :
1
Py
Ainsi, on a l'implication :
P(4)=P(B)=P(C)=p €10, 1[

ﬁpgé

PANBNC)=0
A, B, C sont incompatibles 2 a 2

4 Peut-on avoir I'égalité ? Considérons la situation suivante

Une épreuve consiste a extraire simultanément deux boules d'une urne contenant quatre boules
numérotées de 1 a 4. Un événement est une paire d'éléments de {1, 2, 3,4} . On considere les
trois événements suivants :

A={1,3}, B={1,2} et C={2,3}
11 est clair que si ces trois événements sont les résultats de trois épreuves indépendantes, alors on a :
P(A)=P(B)=P(C) = % , PANBNC)=0 et A, B,C indépendants deux a deux

3 - Une urne contient n boules numérotées de 1 a n. On extrait successivement les boules de
l'urne avec remise jusqu'a l'obtention d'une boule dont le numéro est inférieur a celui qui
précéde.

On note X, le nombre de tirages effectués.

Déterminer la loi de X,, .

La suite des numéros obtenus sera une suite croissante d'éléments de [1, n] . Le candidat se
rappelle sans doute, d'avoir déja traité le cas plus simple, ot la suite obtenue est stricement
croissante. S'il ne sait pas comment démarrer le sujet, il peut proposer au jury d'étudier d'abord ce
cas ; le jury pourra comprendre que le candidat sait passer du cas envisagé au cas demandé. 1l
pourra s'en assurer et demander tout de suite au candidat de montrer la passerelle entre les deux
cas. C'est par la que nous allons commencer.

Désignons par x; , X, , ..., X, 1%, les numéros obtenus respectivement au premier, au deuxieme, ...

éme eme
,au p — 1

(X, =p)={(x1>%5 %) €E[LlY /x; <x, <. <x,_ <x}

tirage etau p~ " tirage. L'événement (X, > p) peut s'écrire :

Sur le modéele des "Trous de Kaplanski” on peut proposer la méthode suivante :
Consideérons l'application qui a chaque p-liste (¥1>%, 5 -5 X,) associe la p-liste (V15225 52,)
telle que :
Vie[lpl, y=x+k—1
Si (x1 2 Xy s e ,xp) est une réalisation de 1'événement (Xn :p) alors la p-liste (yl,yz, ,yp) est

une p-liste strictement croissante d'élémentsde [1, n+p —1] .
Réciproquement, si ( YpVos s yp) est une p-liste strictement croissante d'éléments de

[1, n+p—1],alors la p-iste (xl,xz,...
Viel[lpl, x=y—k+1

»X,) définie par :
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est une suite croissante d'éléments de [ 1, n] . En effet,

Viellp—11, xi—%=Vep Wkt k=1 =y, 1 —y—1
Or

Vg1 = Y>0 donc x,; —x, =0
Par ailleurs, x,=y,—p+ 1< (n+p—1)—p+1 soit x, < n et par suite, pour tout entier
ke [1,p] ona x, €[1,n].
Ainsi, 1'événement (X,=zp)a la méme probabilité que I'événement (Yiqp—1zp)ouny
est la variable aléatoire égale au nombre de tirages effectués si on suppose que l'urne posséde

n+p — 1 boules numérotéesde 1 a n +p — 1 et que les tirages s'effectuent toujours avec remise.

¢ Le probléme est maintenant le suivant :
Dans une urne contenant n +p — 1 boules numérotées de 1 a n +p — 1, on effectue des
tirages avec remise d'une boule. On note les numéros dans leur ordre de sortie y,, y,, ...,
Yutp—1° On considére la variable aléatoire Y, , p—1 égale au rang ou, pour la premiére fois, le
numéro obtenu n'est pas supérieur a celui qui précéde et on veut déterminer la probabilité de

Vi s
l'événement (Yn tp—1 P ) .
Une réalisation de (Y,4,—1=p) estune p-liste strictement croissante d'éléments de

[1,7n+p —1]; on en déduit que :

(n-i—p—l)
_ p
P(Y Ly Z2p)=—— =
(n+p 1 ) (n+p_1)p
4 On en déduit donc :
(n-l—p—l)
_ p
P(X >2py=—"T """
(%, =2) (n+p—1)7"

11 s'ensuit que, pour tout élément p € [1,p — 1],
p(X,=p) =P(X,=p) —P(X,=p+1)

(n-l—p—l) (n—i—p—lj
P _ p+1

(n+p—1" (n+p—1~*!

soit :

P(X%,=p) =

4 - Soit X une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson de paramétre A > 0.
a - Pour quelle(s) valeur(s) de j a-t-on P(X=j) maximale ?
b - Soit j fixé, j € IN*; pour quelle(s) valeur(s) de A > 0, a-t-on P(X=j) maximale ?
c- Montrer que
2e¢74 /1]'

E(|X—2) =m

Rappelons une fois encore que les questions ne se suivent pas comme dans un exercice posé a l'écrit.
Elles sont données au coup par coup et souvent en fonction des réponses apportées par le candidat.
Ne cherchez pas de lien entre elles ; il n'y en a pas nécessairement . Ainsi, les trois questions sont
indépendantes.

J

. . . X
+ Si A€]0,1[ ,alors P(X=0) est maximale car, pour tout entier naturel j, I < L' <l.
/ 1
—=-- <1,donc P(X=j)

+ Si A= ST

1, alors P(X=0)=P(X=1) etpourtout j > 2,
maximale pour j=0 ou j=1.
« Sij>1,alors

k+1

P(X=k) - N
Po=it1) = n 1O

par suite, A > k41, donc k£ <A —1.On notera, en particulier, que cette inégalité est stricte si

A &N

D'apres 1'inégalité (*) , pour toute valeur de A > 1 et pour tout entier naturel k tel que k <A —1,
P(X=k) <P(X=k+1)

Désque k> A, P(X=k) >P(X=k+1).

On peut conclure :

d'une part, que le maximum de P(X=j) est obtenu pour une valeur de j inférieure ou égal a A .

d'autre part, que

-si AeN*, P(X=L—1)=P(X=A) estmaximale ; donc P(X=j) est maximale pour j=A et

j=A—1.

-si A& N*, pour k <|A—1],ona P(X=k) <p(X=k+ 1) .Ils'ensuit que P(X=j) est

maximale pour j=|A— 1|+ 1=|LA].

b - Etudions les variations de
Y
A j?()») =¢ T
pour j € N* fixé. Cette fonction est de classe C Usur 10, + o[ comme produit d'une fonction
puissance (X - ) et d'une fonction exponentielle (?» — ]i' ~ef)“j .

Pourtout A >0,ona:
K a
500 =2 (=

Les variations de 6 peuvent étre résumées dans le tableau ci-dessous :

A 0 J +o
jju()\’) + 0 -
50)
J; b N
0 0

Le maximum de P(X=j) est obtenu lorsque A=;.Ce maximum est alors :

)
—iy—ad
P(X=j)=e I
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¢ - Pour traiter cette question, nous allons utiliser un résultat bien connu :
& Si Y est une variable discréte centrée a valeurs dans Z et ayant une espérance E(Y)

E(Y))=2 D kP(Y=k)=2 D kP(Y=k)
k>0 kL0

, alors

« Justifions :
Nous allons considérer Y(Q)
événements (Y=k) .
Nous avons :
D kP(Y=k) = D, kP(Y=k)
k<0 k<0
car kP(Y=k) =0 lorsque £=0. Donc :

0=E(Y)= 2 kP(Y=k) + D, kP(Y=F)
k<0 k>0

> kP(Y=k)= D kP(Y=Fk)

k<0 k>0

=7, quitte a considérer comme nulles les probabilités de certains

Donc

Soit :

DM P(Y=k) = ZquY k)

k<0
Par suite :

E(Y|) = Z|k|PY k) +ZkPX K)=2 D KP(Y=k) =2 2, | K P(Y=F)
k>0 k>0

4 Démontrons désormais la relation.
Soit A € N*; la variable X A est une variable centrée, donc

ZZXk =k)

E(| X =)

soit :

E(|X—1) = [Zx'hki k:ZOk ]

On réduit, on simplifie en remarquant que :

-1
Z ket =
=0

et on obtient :

k+1 r—1 ;bk
-A
E(Jx=) = [Zoe X (k—l)!]

Apres glissement d'indice dans la deux1eme somme :

A1 lk+1 A—2 ?\‘k+1 X}L
A = oA -A hh A
E(|X—4)) 2[,;06 A ,one Iz ] 2o

Vous avez bien répondu a cette derniére question, alors que pensez-vous de celle qui suit ?
Soit A un entier naturel non nul. On considére la fonction f définie sur [0, + o[ par :

J
fx=25%
j=>0 J

etonnote Fy, Fy, .., F, les primitives de f qui s'annulle en 0. Calculer Fﬂ(ﬂ) .

Ona
J e ¥
Sx)=2.) 5 =x =x 2,
j;l Jvoos =0t 5!
donc
f(x)=x¢

Le cours sur la série exponentielle nous enseigne qu'on peut l'intégrer indéfiniment terme a terme ;
pour tout réel x positif ou nul :

]+l j+2 j+X
,  Fy(x) s e x)
jZOJ (j+1) 2 ]Z:o] (j+2) 120] (j+2a)!
& Donnons l'expression de F W(x) en fonction de x .
On voit que :
X X
F(x) :J refdt=14+(x—1)e", Fyx) =J 1+ (t—1)edt=24x+(x—2) ¢
0 0
Puis,

F3(x)=J2+t+(t—2)etdt=3 +2x+%x2+(x—3)ex
0
et encore :
F4(x)=4-i-3x-|—x2—|—%x3+(x—4)e"r

Stop ! On en a assez pour conjecturer l'expression de F(x) . Le terme exponentielle de Fj(x) est

(x — k) € (pas trop dur a voir !) ; ainsi on a :
Fi(x) =P(x) + (x —k) &

ou P, estun polyndme de degré k — 1. Par ailleurs, P,(0)

et le terme constant du polyndme P, | est k+1.

=k . En intégrant, ce terme devient k-x

On peut donc conjecturer

_ _ k—2 2, k=3 3 k—(k—=1) k-1
Px)=k+ (k—1)x+ X x°+ 3 X +'"+7(k—1)!
On vérifie immédiatement cette expression par intégration.
Ainsi :
oA Az A—k
Vxeg[0, +of, F;»(X)ZZ] - = x4 (x—=2) e

On peut aussi 1'écrire sous la forme :
rA—1

O B L] L S T .

Fx(x)fl‘;((kil)! IR A=) e

11 est clair que
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a - Soit f une fonction T-périodique sur R (T > 0) ; montrer que pour tout réel a,

N
Analyse “rr !
4 [ rwa=] s
[ a 0
I —_—— Réciproquement, soit af+u;1e fonction continue sur R et T un réel strictement positif tels que :
X
Pl =J P Va €R, J flt) dt —Lf(t) d
! La fonction f est-elle périodique ?

Question ne nécessitant pas beaucoup de réflexion, juste un peu de mémoire de ce qui a été dit ou

fait dans le courant de l'année. On écrit :

Lorsqu'on doit prendre l'intégrale d'une fonction périodique, on utilise la relation de Chasles ; atT 0 T at+t
concrétement, on divise notre intervalle d'intégration en une réunion d'intervalles tels que chacun, J. A dt:J- J(t) de +J. S(t) de +_[ Syde @)
sauf éventuellement le dernier, ait pour longueur, le réel T égal a une période de la fonction. a a 0 r

Sur l'intégrale

11 s'agit donc la d'une petite question pouvant amener toute une discution sur les intégrales de e

fonctions périodiques, les valeurs moyennes, les liens entre équivalents et intégrales, ou encore

entre intégrales et séries, autant de notions qu'on vous invite da revoir en préparant cet exercice. flo) de
T

effectuons le changement de variable u =t — T'; concrétement, on considére la fonction affine
t— u=t—T;elle est de classe C'sur R et donc sur tout intervalle de R. Ona:

La fonction f définie sur R par f(x) =] sin(x) | est continue sur R ; par suite, elle admet des wrT P
primitives sur R . On note F la primitive de f qui s'annulle en 0 ; on se propose d'abord de la J' £(1) de :J Fu+T) du
calculer. T 0
Pour tout réel x > 0 z kil el)jiste un entier naturel n etunréel » €[0,n[ telque x=nm+r.Ona: La fonction f étant T-périodique, on en déduit que :
n—1 + 1) X a a
F(x):z |sint|dt +| |sinz|dt et n=| % J_f(u+T)du:Jf(u)du
k=0 n 0 0
kn nm 11 s'ensuit que :
soit : a+T a 0 a+T
el J 1) dt:Jf(u) du et aussi que Jf(t) dr +J F(t) di=0
— k (k+1)m n T 0 a T
F(x) = -1)"[-cost 4+ (-1)"[-cost
(x) ,\;) (-1 -costly (1)L -cos ])’(”‘ Donc, la relation (1) devient :
On a donc : att g T d
F(x)=2n+1—(-1)"cosx=2n+o(n) _[ f() tijof(t) !
Par suite : , . i
x * Réciproquement, si pour tout réel a ona:
F(x) ~ 2n soit  F(x) ~ = a+tT
e =t n | rna=]roa
La réponse ci-dessus est satisfaisante, mais on peut mieux faire : a 0
Yue[l,+oof, lu]<u<|u]+1 on en déduit que la fonction
donc : x+T
17%<%§1 (D:xHL £ty dt
et par suite est une fonction constante. La fonction f étant continue sur R, on en déduit :
Lu] Tl VxeR, &'x)=0 <« [f(x+T)—f(x)=0
Donc " Donc f est bien une fonction périodique, de période 7.
F(x) ~ ﬂ
mre on b - Soit f une fonction continue et T-périodique sur R (T > 0) ; a quelle condition la fonction
définie par :
X
Oui bien siir, c'est un peu court, mais comme on vous l'a dit, ¢a peut étre le début d'une série de F:x - J f(¢t) dt
questions dans la limite du temps disponibles. 0

En voici un échantillon parmi les plus connues. est-elle T-périodique ?
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La fonction f est continue et 7T-périodique sur R . On en déduit, d'apres la question récédente, que si

F désigne la primitive de f qui s'annulle en 0, alors :
x+T T

VxeR, fe)yde=| f(2) dt
| roa]
soit :

T
VxeR, F(x+T)—F(x)=a ou Q:Jf'(t)dt
0

On peut supposer o > 0, quitte a changer le signe de f".
Si a=0, alors la fonction F' est T-périodique, sinon, soit n € Z et r € [0, OL[ tels que
x=nT+r.Onaalors:

w1+ 1T x
ZJ ) dt+[ findt  six>0
k=0

kT nT
F(x)=
w1p-k+DT x
ZJ 10 dr+J f(dr six<0
k=0
-kT nT

soit :

no + F(r) six 20
F(x) =
-no+F(r)  six<0

11 est clair que . l_1>rg F(x) =+ ctlafonction F n'est pas périodique.

¢ - Soit f une fonction T-périodique sur & (T > 0) ; a quelle condition la fonction définie par :

X
F:x — J‘ f(2) dt
0
a-t-elle un équivalent en + oo ?

Ben oui, bien sir ; une fonction est toujours équivalente a elle méme en + oo! Il est clair que la
question est plut6t de savoir si la fonction peut avoir un équivalent simple en + o, c'est-a-dire de la
forme c¢x ol ¢ estune constante.

Si la fonction F est périodique, donc si

J-f(t)dt=(x et o=0
0

la fonction F' n'a pas d'équivalent simpleen + o . Sinon,

Y x €[0, +oof , F(x)=[lTJ~<x+F(r)

On en déduit, comme ci-dessus, que :

. ox
iJﬂ etdoncaussi F(x) ~ ——

FO Sl T 4w T

x>+ ®

Autre énoncé possible

Soit f la fonction définie sur R par f(x) =|sin(x) |.

a - Montrer que cette fonction a des primitives sur k.

b - Soit F l'une d'entre-elle ; montrer que si F est périodique alors toute autre primitive de f

U'est aussi.
¢ - Calculer la primitive F, de f quis'annulle en 0. Les primitives de f sont-elles périodiques ?

d - Déterminer, s'il existe, un équivalent simple de F, en + .

Les réponses a chacune de ces questions figurent dans l'exposé ci-dessus et nous laissons le soin au
préparationnaire de les retrouver.

2 - Soit a un réel strictement positif et f la fonction définie sur Df=]0, e 00[2 par:

-2 2, @
flx,y)=x"+y" + By
Préciser, s'ils existent les extrema de f.

Le candidat vigilant aura remarqué que l'examinateur a demandé les extrema (éventuels) de f, et
non ces extrema locaux. Le candidat a souvent tendance a se lancer dans un calcul de points
critiques, et aprés avoir donné les conditions du premier ordre, a vérifier les conditions du second
ordre. Ce que le jury attend, c'est la seconde partie : pourquoi cet extremum local est en fait un
extremum global .

® Recherchons les points critiques de f.
La fonction f est de classe C ! sur son ensemble de définition. On a :
Yy =20-—— « %yfu,w =2y 4
i Xy Xy
soit
2x3y:2y3x:a
Donc xy (xz—yz) =0 et,comme x #0 et y#0, x=y ou x=-y.
Si x=y, alors :

1
4

a _ —y= (&
2x— E =0 donc x—y—(zj
Si x=-y,alors:
2x+ 5 =0
X

impossible puisque @ > 0 et x > 0.
1l en résulte que si la fonction f admet un extremum, alors il est atteint au point 4= (o, &) avec

4/ a

2

¢ Calculons les dérivées secondes
P f 2a *f 2a *f *f a
— xy)=2+ =, S xy)=2+— et ———(xy)= - (xy)=
a’ g x3y 6)/2 ! y3x Ox oy 7 Oy ox ’ xzy2

En utilisant les notations de Monge au point critique :

r=2+ 2L g s= =y ot 1=2+4 2% =g
a a a
2 2 2

Ona:

rt-s2=36-4>0
On peut donc en déduire que f(A) est un extremum. Par ailleurs, » > 0, donc cet extremum est un
minimum.
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¢ Notre probléme est maintenant de savoir s'il s'agit d'un minimum absolu.
La fonction f est de classe C? sur l'ouvert convexe Df=]0, +oo[ x ]0, +°0[ ; pour que f(A4) soit
un extremum, il suffit que la forme quadratique

(h,q) = ri®+2shk+ti
soit positive sur Df, Or, pour tout élément (x,y) € D/,

2
2_ 2a 2a a
rt—s —(2+T][2+Tj— T 1
x7y y x Xy
Soit :
2 4a 4a 342
rt—st=d+ S+ =5 + =55 >0
Xy Xy Xy

et par ailleurs, pour tout couple (x,y) € Dy, r> 0, donc f(o, o) estun minimum global de f .

3 - Déterminer, si elle existe
7 2n k
. L vk, 2n
n l—'»"qth © 2n = 0( 1) G

La vraiment, on ne voit pas ou le jury veut en venir ; par ailleurs le candidat n'a pas été assez rapide
dans ses calculs pour qu'on ait la suite de cet énoncé.

Disons que le candidat qui n'a pas repéré ici la somme des termes d'une suite géométrique est mal
parti, mais celui qui ne souvient plus de ces formules n'a aucune chance de trouver grdce aux yeux
du jury ; les spectateurs pourront assister en direct a sa lapidation.

On reconnait la somme des termes d'une suite géométrique de raison différente de 1 :

1 \2n+1 1
i k 2i zi '% ' 1—(—eﬁj 1+e~eﬁ
VneN, (-Dfe"" = -e M) = =
k=0 k=0 % zL
1+e™" 1+e™"
Donc
1
2n k 5
— 2n
LZ(_I)kezn: H—ee1
2n =) -
2n-(1+ezn)
Ona:
. 20
i e =1
donc
2n k.
L (_l)k 2n ~ lj
2n (= n—+0o 4n

et par suite

2n k
. 1 _ 1k E _
lim [ZnZ( 1)¥e ] 0

n—+ow )

Ben oui, c'est tout ; vous vous attendiez a quoi ? Bon d'accord, puisque vous insistez, on va se mettre
dans la peau du jury et imaginer deux petites questions, histoire de donner du volume a un sujet qui
n'en a pas.
a - Donner une fonction s(n:integer) :real en Pascal renvoyant le réel
2n k
.

Sn 2nio)
¢ On peut donner par exemple :
function s(n : integer) : real;
var

k : integer ;
u,v:real;
begin
u:=1; v:=-exp(l/2n);
for k:=1to 2n do

(-1ke?"

begin
u:=u-+tv;
v:=v*(-exp(l/2n));
end;
s:=u/(2n);
end ;

b - Calculer de deux facons la limite de
2n

S, = ZL e?"

n k=0
On peut penser a la méthode des rectangles (dailleurs ici on doit y penser, sinon on aura du mal a
répondre a cette question) ; on l'exposera de deux facons différentes : d'une part, en utilisant le
théoréme, d'autre part, en utilisant la monotonie de la fonction exponentielle. Nous ne reviendrons
pas sur le calcul de la limite en effectuant la somme des termes d'une suite géométrique.
¢ La fonction

fix ¢

est continue sur [0, 1], donc la suite

1 2n k.
%5
k=0 n>1
est convergente, et de plus :
2n k !

. L 2n | _ PR
nll>n+lw [ 2nk:oe ] e dr=e—1
0
¢ La fonction f définie ci-dessus est croissante sur [0, 1]. Soit x € [0, 1],
ke {0,1,..,2n—1} k. SxSm
2n 2n

donc
k k+1

e <e<e

En intégrant sur on obtient :
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k+1
k 2n k+1
1 2 X 1 2n
— e < e dr<—e
2n 2n
2
soit, en sommant :
k+1
2n—1 k onp 21 2n—1 k+1
1 2 1
— e?" < ¢ dv < — e 2
2n (= =0 2n =
k.
2n
c'es-a-dire :
2n—1 k 1 ok ok
1 2 1 2n 1 2
— e <|ddr< — eanfZez" et
2n = 2n i 2n =
0
2n—1 L 2n i
2n _ 2n
D e =D e~
k=0 k=0
Donc :

Par un célebre théoreme de gendarmerie, on en déduit que :
1

| 2n k.
— D e2n —J ddr=e—1

0

4 - On considere la fonction f définie par :
1

fx)=x-0*"7
a - Quel est lI'ensemble de définition de f ?
b - Quelle valeur attribuer a f(2) pour que la fonction soit continue en 2 ?

¢ - Donner la représentation graphique de f au voisinage de 2.

Cette question est calculatoire et mettra assez peu en relief les qualités mathématiques du candidat.

Cela ne signifie pas qu'il faut faire l'impasse dessus. Elles peuvent tomber, la preuve, et elles
permettent de voir si le candidat a bien assimilé les études locales de fonctions. Si les
développements limités sont la piéce maitresse de cette question, il n'est pas exclus que le jury
cherche a savoir si le candidat qu'il a en face de lui, a une idée précise de la notion d'équivalent.

a - La fonction n'est pas une fonction puissance mais une fonction exponentielle ;
In(x—1)

VxEDf, flx)=e*"

Donc Df=]1,2[ U2, +oof.

b - Déterminons la limite de la fonctionen 2.0Ona:
In(x—1) In(l+(x—2))

x—2 x—2
et In(1 +u) ¥ implique que
u—
lim w =1 etaussi lim ln(xi_l) =1
X2 x—2 x—>2 x—2

Pour que f soit continue en 2, il suffit de poser f(2) =e .

¢ - On va étudier la dérivabilité de /" en 2, donner I'équation de sa tangente éventuelle au point de la
courbe de coordonnées (2, f(2)) et laposition de la courbe par rapport a cette tangente.
Pour ce faire, on va donner un développement limité de / en 2, al'ordre 2.
On remarque que
In(1 +u)
Vxe D, f(x)=gu)=e "

Il est clair que u tend vers 0 quand x tend vers 2.

avec u=x-—2

Ona:
o)
1n(1+u)u:0u—7+7 +olu
On a alors :
In(1+u) _ u Lz 2
u u—0 2 + 3 +0(u )

Par suite, au voisnage de 0 :

eT:el.e_§+7+o(ﬁ)=e-[1+(— + 2+o(u2)j+(— + 2+0(uz)ﬂ

et:
5 2
u o u 2 _ 2
0([ B + 3 +o(u ]]zwoo u)
Par suite :
In(1 +u) 5 212
u _ _u u u o, ou” 2
e e|1+(2+3]+(2+3]+0(u)
soit :
In(1 +u) ) )
u - _u o u U 2
e fe[l 2+3+4+0(u)
Finalement :
In(1 +u)
e * =e—%u+7i:2u +o(u2)
Pour u=x—2,ona:
_ e 76()6-2)2 2
fx)=e— S (x—=2) + ——— +o((x—2)")
2 12
qu'on peut aussi écrire :
flx) =e— < —2)+M(1+e( —2)) avec lim_e(x—2)=0
X 2 X 12 X L, X .

11 s'ensuit que la fonction f* est dérivable en 2, que f'(2) = -e, que la tangente 7" a la courbe au
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point de coordonnées (2,f(2)) a pour équation :
y=e- %(x72) soit y:*%X‘er

On remarque que :

_ 2
fu)—[~§x+2e):13%53l41+eu—2n
Ona
(x—2)°

>0
3 >
Donc, il existe un voisinage de 2 sur lequel 1 +¢&(x —2) > 0. Sur ce voisinage,

fu)—(~%x+2ejzo

lim2(1 +e(x—2))=1 et

et la courbe de f est, localement, au dessus de sa tangente.
Représentation graphique
La courbe de la fonction f ainsi que sa tangente au point d'abscisse 2 sont représentées ci-dessous

107

8_

Hn
Algebre
|

1- Soit 7= (el, oo en) une famille de n vecteurs unitaires d'un espace vectoriel
euclidien E de dimension n. On suppose que :
.. 2 ..
V(ij) €l n]’, i#j = e - ¢ =1

Montrer que F est une base de E .

Nous allons aborder cette question en utilisant la matrice G= ( <el. R ej) )1 e appelée matrice
<ij<n

de Gramm de la famille 7.

Aucune connaissance sur ces matrices n'est exigible, mais le candidat doit savoir que

- un produit scalaire est invariant dans toute base orthonormée, c'est-a-dire ne dépend pas de la

base orthonormée dans laquelle il est calculé

- La matrice G définie ci-dessus par G= ((e-¢ est égale au produit 'A A oir A

P /> )1 <ij<n
désigne la matrice de la famille 7 dans une base orthonormée
Le candidat doit aussi savoir déterminer rapidemment les éléments propres des matrices de la forme:

abb b
bab b
bba b
bbb a

Nous reviendrons sur ces trois points dans les questions supplémentaires.

Ona:
V(i) €lLnl?, i#j
et par suite :

V(i) ellnl?, i#j =

2_ 2 2 _

= fea-egl" =t = el Fgllm =2 (a4 =1
1
(e:9) =5

Ainsi, la matrice de Gramm de la famille .7, c'est-a-dire la matrice ( <el. R e.> ) est de la
I <ijj<n

forme :
p L1
2 2 2
Lli'i 111 -1
2 2 2 1111
G= L 1, 1 =%J+%J avee J=|1 11 1| et
2 2 2
111 -1
RIS I
2 2 2
100 -0
010 ---0
={001 -0
000 -1
On a immédiatement :
J=nJ

donc les valeurs propres possibles de J sont 0 et n . Il est clair que la matrice J est de rang 1 ; par
suite, 0 est une valeur propre de J d'ordre » — 1 et n est une valeur propre de J d'ordre 1. Donc
2 G—1 admet 0 et n comme valeurs propres :

(2 G—1) — A1 non inversible si, et seulementsi, A=0 ou A=n

A+1

G - — I non inversible, si, et seulement si, A=0 ou A=n
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n+1

Ainsi les valeurs propres de G sont L , d'ordre de multiplicité égala n — 1, et comme

. 2 2
valeur propre simple.
Conséquence :
Soit #= (81 RE TN sn) une base orthonormée et 4 la matrice de # dans la base Z. On a

G="44
et G estderang n donc inversible. Il s'ensuit que la matrice A est aussi inversible et donc que .7
est une base de E .

Quelques points incontournables sous forme de questions

a - Justifier qu'un produit scalaire est invariant dans toute base orthonormée.

C'est immédiat : dans toute base orthonormée, la matrice du produit scalaire est I'identité ; si P
désigne la matrice d'une base orthonormée 6’1 a une autre ﬁz , cette matrice est orthogonale et donc

-1_ ¢
P ='P.
Soit U, , U, d'une partet V¥, V, les coordonnées respectives des vecteurs u et v dans les bases
Z’l et BZ . Notons (u, v} » le produit scalaire de ces deux vecteurs dans la base orthonormée %. On
a:
(v ="UV,="(PU)(PV,)="U,('PP) V,="UyV,=(u,v)
1 2

Ainsi, le produit scalaire de deux vecteurs est indépendant de la base canonique dans laquelle il est
calculé.

b - Montrer quesi A € 777 () est la matrice dans une base orthonormée d'une famille de p
np

L . . t .
vecteurs d'un espace euclidien de dimension n, alors ‘A A est la matrice de Gramm de ces

vecteurs, c'est-a-dire la matrice ( (ui, u.> ) .
I 1<ij<p
ligne de la matrice ‘4 est la matrice transposée de la i

. g . . t :
colonne de la matrice 4, c'est-a dire la matrice transposée U, du vecteur ; dans la base canonique.

L4 encore, c'est immédiat : la "¢

Ainsi, le produit de la me ligne de ‘4 parla jéme colonne de A est le produit de la matrice
transposée de u; par la matrice de U, c'est-a-dire tUi Uj , donc le produit scalaire <ul., uj> .

¢ - Quels sont les éléments propres des matrices M € 777 ()
n

abb b

bab b
M=|bba ---b| e b#0?

bbb - a

Pour information, ces matrices sont des matrices particulieres de la famille des matrices a diagonale
constante appelées de Toeplitz .

Toutes ces matrices M sont symétriques réelles, donc diagonalisables.

+ Interessons-nous d'abord au cas particulier a=b=1.

Dans ce cas, la matrice M est la matrice J donnée ci-dessus et elle s'écrit :

111 -1
111 -1

1111

On a immédiatement :
J=nJ

donc les valeurs propres possibles de J sont 0 et # . Il est clair que la matrice J est de rang 1 ; par
suite, 0 est une valeur propre de J d'ordre n — 1 ; il s'ensuit que n est une valeur propre de J
d'ordre 1.

On considere I'endomorphisme f dont la matrice est J dans une base %= (el €5 s en)

Nous laissons le soin au lecteur de vérifier que les espaces propres E|, et £, associés respectivement
aux valeurs propres 0 et n sont:

EO:Ve‘Ct(el—6‘2,6‘1—6‘3,..;,6‘1—€n) et En:Vect(el—l—ez-l-... +en)
La matrice semblable a J dans la base (e1 —ey,e—e, .6 —e, e Tt +en) est:
00 --00
0000
=1 s s 0
0000
00 - 0n

« Sia=b+0 alors M=aJ.
La matrice J admet 0 et n pour valeurs propres, d'ordre de multiplicités respectives, n — 1 et 1.
Donc

aJ-Al=a [J— & I) non inversible si, et seulement si % =0 oun
a

Par suite, les valeurs propres de a-J sont 0 et a n, d'ordre de multiplicités respectives n — 1 et 1.
+ Si a # b alors

M=bJ+ (a—b)1
La matrice M — A I est non inversible si, et seulement si,

bJ— (A+b—a) I noninversible

et aussi

J— W I non inversible
Ainsi Atb—a est une valeur propre de J, c'est a dire 0 ou 7 . Il s'ensuit que les valeurs propres
de J sont :

a—>b dordre n—1 et a+ (n—1)b dordre 1
et que les espaces propres associés sont encore respectivement
E,_,= Vect(el —e, e €3, .., — en) et E, (=1 Vect(el +tet+.. + en)

La matrice M' semblable a M dans la base (el —e,e —e3,.5,6 —¢,,e te,+.. + en) est:
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2 - Soit u et v deux endomorphismes de E = [?, de matrices respectives A et B dans la base
canonique de E .
On suppose que

01
00

a - v peut-il étre bijectif ? Quelle est son image ?
b - Déterminer Ker(u)

AB= et BA=

¢ - Donner la forme des matrices A et B.

Sans difficulté. Les questions sont posées les unes apres les autres et non toutes ensembles comme
nous le faisons ici. Cela empéche le candidat de voir ot on veut en venir. Compte tenu de la
simplicité des questions, il est trés probable que le jury ne fera aucun cadeau.

Thémes abordés : Noyau et image d'un endomorphisme, dimension de ces sous-espaces ; matrice
d'un endomorphisme, produit de matrices et composition d'endomorphismes.

a- Si v estbijective, alors B est inversible ; par suite :
=4B)B '=0B"'=0
mais alors B4 =0 ce qui est faux. Donc, la matrice B est non inversible et v est non bijective.
¢ Montrons que rg(v) =1.
Puisque v n'est pas bijective, le rang de v est inférieur ou égal a 1. Le rang de v n'est pas 0 sinon la
matrice B serait nulle et par suite la matrice B 4 aussi, ce qui n'est pas.
Donc rg(v) =1 . Par ailleurs, l'écriture de la matrice B A montre que v(u(ez) ) =e, etdonc que le
vecteur e, estun élément de Im(v) . Par suite :

Im(v) = Vect(el)

b - Soit x € E tel que v(x)
existent, d'apres la question précédente ; il suffit de prendre x = u(e2) .

=oe; pour unréel o # 0. On sait qu'un tel vecteur et qu'un tel réel

La matrice A B étant nulle, il s'ensuit que u(v(x)) = u(ot el) =0 et par suite, u(el) =0 . Donc
e; € Ker(u) et Dim Ker(u) > 1. Comme la matrice 4 n'est pas nulle, sinon la matrice B4 le

serait aussi, il s'ensuit que Dim Ker(#) < 2 ; par suite, Dim Ker(u) =1 et
Ker(u) = Vect(el)

¢ - D'apres les deux questions précédentes, il existe des réels a et b non tous deux nuls, et des réels
¢ et d non tous deux nuls tels que :

0 a cd

05 00
Voyons si on peut affiner :

et B=

0 a 00 cd 0 a 01

0b| 00 0o0f|loa 00

Le premier produit nous apprend rien de nouveau ; le second nous donne la relation ac +bd=1.
On peut donc conclure :

0 a
0 b

cd

A= et ac+bd=1

s

Question complémentaire :
Est-il est possible de trouver des matrices A et B telles que :
AB=

et BA= )

Nous allons aborder le sujet sous un angle totalement différent.
4 Le candidat doit savoir qu'on a :

V (4,B) € /7]2([R) , trace(A B) =trace(B A)

Il doit méme savoir prouver cette propriété dans le cas général. Rappelons rapidement les grandes
lignes de cette démonstration qu'on peut trouver dans les moindres détails dans les ouvrages et dans

les cours de premiére année.
n
alors B) = [Zai kb,w.] et
k=1" )
ij

A=(a),, ¢ B=(b)),

=[S

i j
Donc

tr(AB) = ,“

_M=
H TM=

En posant i=/ et k ten permutant les sommes, on obtient :
n

”(AB):ZE" 1= Zzb,,a,, 4)

Dans le cas présent, si 4 et B Verlﬁent (1) alors trace(4 B) # trace(B A) ce qui est impossible et
par suite, il n'existe aucune matrice 4 et B vérifiant (1).

Le candidat doit aussi savoir que le rang du produit A B n'est pas nécessairement égal au rang du
produit B A. 1l serait d'ailleurs impardonnable de maintenir une telle affirmation apres avoir
répondu a la question précédente.

3 - Déterminer l'ensemble des matrices M € 7723( R) telles que :

, 2 3 -
M =A  oi a=|-1 -2 1
M =M

12 1
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Un truc ; si vous ne savez pas par quoi commencer, proposer au jury de rechercher les éléments
propres et de réduire la matrice. D'abord, c'est dans le cadre du programme, ensuite, on y voit plus
clair avec une matrice plus simple (éventuellement diagonale).

En procédant ainsi, vous vous appercevrez trés vite que la deuxiéme relation entre en conflit avec la
premiere.

Toutefois, une méthode plus directe peut ici étre utilisée. C'est elle que nous présenterons dans un
premier temps ;| nous reviendrons sur les éléments propres de la matrice apres.

Si M est une solution du probleme, alors :
M*=M> M=M*M=M>=M>
Calculons alors M*. Ona:

2 3 -1][2 3 -1
M= -1 -2 1 || -1 -2 1
-1 -2 1 -1 -2 1
Soit
2 20
M*=| -1 -1 0 | = M>
-1 -1 0

Il n'existe donc aucune matrice M solution du probléme.

Ayant traité le sujet avec dextérité, le jury ne se trouve pas embarassé pour continuer " la discution

Questions supplémentaires
a - En utilisant le calcul précédent, donner deux valeurs propres de M 2,

Désignons par ¢ l'endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique

Q}Z(el,ez,e3) de R3 est 4.0na:

u1=(p(el) =2e —e,—e; et (p(ul) =u,
Donc 1 est une valeur propre de ¢ et u; en est un vecteur propre. On a aussi :

>

u2=(p(e3) =-e te, e et (p(uz) =0

Donc 0 est une valeur propre de ¢ et u, en est un vecteur propre.

b - Montrer que les espaces Ker(¢p?) et Ker(¢ —id) sont supplémentaires ; en déduire une
matrice triangulaire semblable a A .
On sait déja que leur somme est directe, pgisque si v € Ker(@2) N Ker(¢ —id) alors
v=p(v) et ¢2(v)=0 = v=0
11 suffit donc de montrer que Ker(¢ 2) est de dimension 2.
+ Les calculs précédents montrent que u, € Ker(¢) C Ker(@?) et que e; € Ker(o 2) ; donc la

famille 5*:) = (u2 s 63) est une famille de vecteurs de Ker(¢2) et par suite :
Vect 7 Ker(p2)
- On va montrer que cette inclusion est en fait une égalité : si Ker(p2) était de dimension 3, alors
2
(]
Montrons que la famille 3(”) est une famille libre de Ker(¢2).

serait I'endomorphisme nul, ce qui n'est pas. Donc la dimension de Ker(¢2) est au plus égal 4 2.

Soit a et b deux rgels tels que
au,+be;=0
En lui appliquant ¢ , on obtignt : N
a (p(uz) +b (p(e3) =0 soit bu=0
Comme u # 0, on en déduit que » =0 et par suite a =0 . Donc 3(') est une famille libre de Ker

(¢?) ; de plus
2 =Dim Vect 7 < Dim Ker(?2) <2

Donc Dim Ker(p2)=2 et Ker(¢p?2)= Vectﬁ'é.
+ Le vecteur u; estun vecteur propre de @ pour la valeur propre 1. Par suite la famille
F= (u1 » Uy, e3) est une famille libre de R3. On en déduit que Dim Ker(¢ —id) =1 et aussi que

la matrice de ¢ dans la base .7 est :
100

A=10 01
000

¢ - Un projecteur est diagonalisable, mais en est-il de méme de ses racines carrées ?

Soit p un projecteur de R3 et ¢ un endomorphisme de k3 vérifiant ¢?=p, alors ¢ est-il
nécessairement diagonalisable ?

Non, pas forcément : tout endomorphisme nilpotent dont l'indice de nilpotence est 2, est non
diagonalisable, de carré égal au projecteur nul. Concrétement, on consideére I'endomorphisme ¢ dont
la matrice dans la base canonique est :

001
B={000
000

Cette matrice, et donc l'endomorphisme associé, est non diagonalisable, puisqu'elle ne possede que 0
pour valeur propre et n'est pas la magice nulle. Cependant, son carré est la matrice nulle : ainsi

®2=0,0u 0 estle projecteur sur {0} dans la direction de R3.



